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5.1 Introduction

En général les pbs dont les frontieres ne sont pas
droites (courbes) ne peuvent pas étre bien
modélisés en utilisant les éléments de cotés droits.

La famille des éléments isoparametriques répond a
ce besoin. -

© Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



L’idée de base:

Interpoler les coordonnées geénéralisees en utilisant
les mémes fonctions d’interpolation que celles de la
variable (u).

Il faut tout d’abord définir un repére local ou naturel
pour chaque élement.

On exprime les fonctions d’interpolation ou de forme
en termes de ces cordonnées naturelles.

Les coordonnées naturelles sont (-1 a +1)
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Ainsi on peut transformer une forme géométrique
reguliere (triangles, rectangles) a
formes tordues (cotés courbes).

En général, on a (avec « k= nbr de nceud de I’élément):

Or on a:

Ainsi

Si @, et N, sont les mémes
Si ordre de @, > N,
Si ordre de @, < N,

{X}zgﬂc)(k avec {X}=<

Yy oet {Xk}:< Vi (

{”}: gNkuk

cotés droits en

A 4 )

X X,

z 7,

J . J

Elem. Isoparametriques.
Elem. Superparameétriques.
Elem. Subparametriques.
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Exemple simple

Considérons l’'élément simple 1D a 02 noeuds et 01
DDL/nceud.

AU(X)

X4 r= X, X
r=-1 r=+1

X: Coordonnée globale.
r : Coordonnée naturelle.
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La relation entre « X » et « r » est définie comme suit:

X :%(l—r)x1 +%(1+r)x2
En posant:
1 1
Nl(r)zg(l—r) Nz(r):§(1+r)
2
On aura: X = ZNixi
i=1

Et la fonction variable sera défini par (les mémes
fonctions d’interpolation):

Nu.

1 1

U =

||'MN
[
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On peut calculer la 1¢e dérivée dans le nouveau
repere:

du dN,(r) _— dN,(r) L dN,(r) dr dN,(r) dr
= : =

, U, + u,
dx dx dx dr dx dr dx
or- dr _ |
r. E — /dx
dr
Et: @:le(r)xl-l-sz(r)xz:l(xz_xl)zé
dr dr dr 2 2
Ainsi:

@:_iul _|_lu2 — (u2 _ul)
dx L L L
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5.2 Formulation generale

Pour pouvoir généraliser la théorie, nous
considérons comme exemple, I’élément
rectangulaire a 2D.

4(=1,1) 3(1. 1) 3 (g 39) 3 (x4, y3)
[ 2 2 4 .
S A
-
r
)‘
o + ——
(=1, =1)  2(.-1) I_. LGy
X 3(1“' V)
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Les coordonnées d’un élément bidimensionnel sont
comme suit:

x:i:Nixi et y:ilNiyi

g: nbr de nceud de I’élément (ici = 4)

x,y: coordonnées locales de n’importe quel point de
I’élément.

X; ety;: coordonnées des nceuds de I’élément.

N; : Fonctions d’interpolation définies dans le
systeme de coordonnées naturelles de I’éléement
(r,s) variant de « -1 » a « +1 »

Puisque les fonctions d’interpolation de la variable
prennent les valeurs de « 1 » et « 0 », on va les

utiliser pour interpoler les coordonnées
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La relation entre « r,s » et « X,y » pour le rectangle est
comme suit:

X—X —
A

Avec: « 2a » et « 2b » dimensions du rectangle, et

T =

;:xl"'xz of ;:yﬁ'J’z

2 2

Sachant que les N. =1 en « i » et « 0 » ailleurs, on aura:

N1<r,s>=i(1—r)(1—s) V)= (1)

N, (r,s)=— (1+r)(1 S) N,(r,s)=— (1 r)(1+s)
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Les fonctions variables sont interpolées de la meme
maniere:

Nu.

1 1

I
M-

i=1

Souvent on a besoin de dériver les variables par
rapport aux coordonnées. |l faut donc transformer
ces dérivées d’un repere a un autre:

Puisque x=f, (r,s) et y=f, (r,s) on aura:

Ox 8r(3x Os Ox
8 0 Or 0O Os

(9y ar oy Os oy
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~Or oOr Os Os
Les quantites , , et —
ox Oy Ox Oy
inconnues.

On passe par I'inverse de ceci.
Sachant que r=g, (x,y) et s=g, (Xx,y)

8_88x+88y

or Ox Or Oy Or
8_88x+88y

Os  Ox Os oy Os

sont généralement
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En notation matricielle, on a:

(0| |ox oy

Jorl_|or o
0 ox Oy

os) los as.
Ou bien

Ou: [J] est appelée Jacobian

3

(6] |&oN,
ox _ ,Z::‘ or
14 (= 4 N
\ay) T Os
<i>:[J]<i
OR 0X |
£>:[J]<i>
(OR | (OX

xl
'xi
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En inversant, on aura:

(~ h
0
< R

oX

\ y

-

= [J]_1<

&

0

OR

\

J

J-1 existe car il ya une correspondance unique entre les
coordonnées naturelles et locales de I’'élément.

Remarque:

Dans certains cas rares (élément tordu ou bien élément
tourné sur lui méme), le jacobian peut étre singulier

i
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Dans notre cas (rectangle a 04 noeuds) le jacobian
sera:

%:iﬁgi . :_%(1_5))61 +i(l_s)x2 +%(1+S)x3 —i(1+s)x4
%ziﬁgf v, :—i(l—s)yl +i(l—s)y2 +%(1+s)y3 —%(1+S)y4
%:z? . :_%(1_,% _%(m)xz +%(1+r)x3 +%(1_r)x4
A S e T
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Ainsi, au point r=r; et s=s; on a la relation suivante:

(

.

0

oX

\

J

>
r=r;
S=S

(

0

.

.:[Jij}u

OR

\

J

Et plus particulierement pour la fonction variable, on a:

(

.

Ou |

oX

(

}”Z”i = [Jij }1<

.

ou

OR

\

J
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5.3 Element isoparametrique d’ordre éleve

La formulation isoparametrique peut étre étendue a
des éléments d’ordre supérieur (quadratique ou

cubique).
Vel

|

(a) (b)

5
o

&

Elément isoparametrique quadratique avec élément
de base
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Comment construire les fonctions de forme?

Pour les éléments d’ordre supérieur, elles se
construisent a partir des fonctions de base

Element 1D. Element a nceuds variables (2 a 4)

A
U, Us U, u
{ I,
>
X, X3 X, X, X
Cas de 3 nceuds r=-1 r=0 r=+1
Cas de 4 nceuds r=-1 r=-1/3 r=+1/3 r=+1
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Les fonctions de forme, dans ce cas seront:

Ajouter seulement | Ajouter seulement
si Noeud « 3 » est | si Nceuds « 3 » et
présent « 4 » sont présent
-1 — (-] !
Nl__( _’”) 2 —(—9r3+r2+9r—1)
2 16
1 Y 1
Nz‘E(“‘”) 2( ) E(9r3+r2—9r—1)
N, =(1-?) %(27;/3 #7717 =277 —7)
N, =%(—27r3 ~9r? +27r+9)

Les nceuds « 1 » et « 2 » sont les nceuds de base et
les noeuds « 3 » et « 4 » sont les nosuds
intermeédiaires.

Technique tres pratique, surtout pour éléments a
noeuds variables
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Eléement 2D. Eléement a nceuds variables (4 a 9)
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i= I= i= i= i=
1 T I I
N1=Z(1+r)(1+s) _ENS _ENs _ZNQ
1 _lN IR N
szz(l—r)(l+s) y s 5 e 4
1 1 1 1
N3:Z(l_r)(1_S) _5N6 _§N7 _ZN9
1 T T T
N4=Z(1+r)(l—s) _EN7 _ENs _ZN9
1 1
NS:E(I—rZXth) >N,
1 1
N6=5(1—r)(1—sz) _5N9
1 1
N, :5(1—r2)(1—s) >N,
1 1
N8:5(1+r)(1—sz) —5 N
N, I(I—VZXI—Sz)
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5.4 Integration Numerique

EF nécessite le calcul d’intégrales en1D, 2D ou 3D.
Soit:

jF(r)dr Ou HF(r,S)dm’S Ou IIIF(VaS,f)dVdef
Le calcul de ces intégrales se fait numeériquement.

Pour cela, elles sont remplacées par des
sommations. Soit:

jF(r)dr_ZaF(r)+R

] F(r S)drds = ZZO!UF(V;,S )+R

[[[#(,s,0)drdsdr = ZZ‘Zaiij(ri,s L )+R,
°F ik
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Avec:

a,o;et a, Sontdes coefficients de ponderation

F(r.,s.,tk) Valeurs des fonctions aux points
l '] u y y
consideres

R Erreur commise  (non calculée
n r y
généralement)

Plusieurs méthodes ont été proposées en éléments
finis. La plus utilisée est la

meéthode d’intégration de Gauss
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5.4.1 Intégration par polynémes

Supposons que F(r) est définie en « n+1 » points.
(Fo,Fq, ..., F,)

On tracera le polynéme

_ 2 n
w(r)=a,+ar+a,r +..+ar

Qui passera exactement par les points: r,,7,...,7,

Alors: aux « n+1 » points, les 02 fonctions sont
égales
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. 2
Soit:  F, =a,+ar,+a,r, +..+ar

2 n
F=a,+an+ay +...+ar

2 n
F =a,+ar +a,r, +...+ar,

Sous forme matricielle:

n
F 1 r > - 1"|la
1 1
) &: 1 1 1 ) X
2 2
. N _1 rn rn rn_\an)

{F} — [V]{a} [V] Matrice de Vondermonde
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Une méthode importante pour déterminer W (7)
consiste a utiliser I'interpolation de Lagrange. On a

R N S Yy
: (”j—”o)(”j—’ﬂ)--(f’j—”j_l)(”j— J+1) (’” _’”)

Lry=6,={ =7
/ / 0 i#]

Dans ce cas:

W(r) = Flo(r) + FL() + FL () + .t F L (1)
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Exemple.

Calculer le polynéme d’interpolation ¥ (») pour la
fonction ci-dessous avec les données suivantes:
F(ry=2"—r rn=0; n=1et r,=3
Ainsi, pour
]/0:() FO:1 : ]/-1:1 E:l : 7/'2:3 F2:5

En utilisant la matrice de Vandermonde, on aura:

1] [1 0 0lfa
2 0
ry=a,+ar+a,r
() =a,+a ’ 1e=1 1 1RKa, ¢
1 3 91|a,
Solution S = -
a,=1; a,=-2/3 et a,=2/3
2 2,

ry=l——r+—r
4
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Si on utilise I'interpolation de Lagrange, on aura:

(r=1)r=3) =3) o @)=

) =(1
w(r)=(1) CD(3) (1)(=2) 3)(2)

On obtiendra la méme forme de polynome.

2 2,
ry=l—-—r+—r
P)=l=or s
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5.4.2 Formules de Newton Cotes

Connaissant ¥ (7) on peut calculer I'intégrale:

| F(r)dr

L’'intégration de Newton-Cotes suppose que les

points choisis de « F » sont équidistants. On définit
alors:

r.=b n

En utilisant I'interpolation de Lagrange, on aura:
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N\

b a b
| F(rydr =71 [1L.(r)dr {F,+R,
a i=0 L a

J

Ou bien:

b n
| F(rydr=(b-a)) C/F,+R,
g i=0

n n n
n |C,|C'"C)
Sont les constantes de Newton-cotes [ |-+,
donnés directement par les tableaux. (5 |16 46 [1/5
3 |1/8]3/8]|3/8 |1/8

Si n=1 meéthodes des trapezes
Si n=2 méthode de Simpson
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Exemple.

Calculer les constantes de Newton-Cotes lorsque le
polynome d’interpolation est d’ordre « 2 ».

b
Ona | F(r)dr =

b

| F(rydr=|

a

£

/\

2
i=0

(r=r)r=1)

(’”0 _”1)(”0 _’”2)

Uy )

(b 2
I [.(r)dr ; F,

(7‘2 —7‘0)(7‘2 _71)

dr
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Calculer les constantes de Newton-Cotes lorsque le
polynome d’interpolation est d’ordre « 2 ».

N

(j‘ [,(r)dr  F,

J

/\
h'd

Ona iF(r)dr - 22:

i=0

Sachant que:
ry=a; r,=a+het r,=a+2h avec h=

On a: b—a

6

b
IF(r)dr = (F,+4F + F,) Simpson
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5.4.3 Integration de Gauss

Les méthodes précédentes utilisent des valeurs de
fonctions en des points équidistants.

En EF, les points sont qlg.

Il faut donc essayer d’optimiser les positions des
points pour donner le max. de précision.

C’est I'idée de la méthode de Gauss.

La plus utilisée en EF
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Principe

Considérons le cas unidimensionnel. Soit a calculer:
+1
I=f(r)dr
-1

On peut évaluer « | » au milieu de l’intervalle

A _—— f(r)

3

=h
-—

On a:
Le résultat sera exacte si f(r) est une droite. D’ou I=2f,
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On peut utiliser plusieurs points

A /”1(? — f(r) A 12?4f(r)
I t 1
AR R
L : . L) .
14 0 +1 r 4 0 +1 r
02 Points 03 Points

En généralisant, on peut écrire

1= [ £0dr =Y, f () = f () + () + ot a, f (1)
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Avec

&; Coefficients de pondération associé au point « i »

n : Nombre de points utilisés

Gauss: Position des Points bien choisie pour avoir une
bonne précision

Généralement disposés symétriquement % au centre de

intervalle.

Donnés dans des tableaux avec leurs coef.

Nbr Points F; q;
1 r, =0.000 2.000
2 r, r2=iO.57735 1.000
3 ry ,r3=x0.57735 0.55555
r, =0.000 0.88888
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Ainsi, par exemple, si on utilise 03 points, on aura

[=0.5555f(r.)+0.8888 1 (r,) +0.5555 f(r;)

En général, I'intégration de Gauss utilisant « n » points
donne un résultat exacte si la fonction a intégrer est
d’ordre « n-1 » et moins

La généralisation au 2D et 3D est simple. Soit

”f(r,s)drds = ZZal.ajf(ri,sj)

J[[rorsodrdsdt =3 3" a0, f(;,5,.4,)
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Points de Gauss en éléments finis

rs
2 3
o o
>r
o o
1 4 n=1
04 Pts de
Gauss 1 2
« n=4 »
@
3
n=3
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Points de Gauss en éléments finis

Integration Degree of Location of integration
order precision points
2 x2 3
3 X3 5
A
s =0.
s = 0.339
4 x 4 7 s = —0.339
s = —0.861
o
r=—0.861

‘" The location of
by : Xp =X 5, (r

WA e e -

any integration point in the x

—¥ coordinate system is given
. S, )x; and Yo =Zh(r,, s, )y,
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Merci. Fin du chapitre 5




