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1. Introduction

3D 2D

© Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



1. Introduction
Exemples

Tunnel
Poutres courbes
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2. Equations d’équilibre en coordonnées polaires

Choix du point ?

ylk
r
O M(x, y)
yJ X 2
A X
Yt dx
Jdy
y
X " );
X
— Polaires
Cartésiens
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2. Equations d’équilibre en coordonnées polaires

Equilibre du point ?

Posons la force
de volume (R, S)).

« o, » contrainte normale suivant le
rayon (r).

« og » contrainte normale suivant la
direction perpendiculaire au rayon (r).

«T,5 » =« Ty, » contraintes
tangentielles.

Pour un petit élément plan,
d’épaisseur « 1 », on considére
I’équilibre des forces suivant les 02
directions (r et 6).

La force est obtenue en multipliant
la contrainte avec la surface
correspondante
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2. Equations d’équilibre en coordonnées polaires

Equilibre du point ?

Considérons comme exemple, I’équilibre suivant
I’axe « r ». On aura:

o do X
—arrdH(l) + (ar + a—rdr) (r +dr)do(1) — Trgdr(l)COS7
+( )d (Decos ™ — godr(1) sin ( 4 90e dH)d W sinle A
69 r(Dcos—- — apdr sin > a9 +—5 r(1) sin >
+Rrdrdf =0

X i .. .. de do do
« do » tres petit, d’ou : sin—~ — et cos o 1

d’ou : 0
—g d9+g/49'+ardrd0+r dd9+%)26i /ﬁ?+

T/rq/ =19 4rd6 — g drd — ~ogdrdf —~=2r(d6)? + Rrdrdg=0

L’élément de surface «drdf » est différent de zéro, on peut simplifier
pour obtenir la 1¢re équation d’équilibre

aar +lar’”9 n (O'r o 00) +tR=0 (7.1)
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2. Equations d’équilibre en coordonnées polaires

Equilibre du point ?

De facon similaire, on peut obtenir I’équation
d’équilibre suivant la direction perpendiculaire au

rayon « r ». On obtient

a'l'rg 1 00'3 Tro0
—_ 32— — (7.2)
m'+r00+ 1‘+S 0

Ainsi
Les équations (7.1) et (7.2)

do, 101, (0,—0p)
ar T r 00 T r
aTrg 1 60'9

+=0 420 1620
or r 00 T

+R=0

sont appelées équations d’équilibre et doivent étre satisfaites quelque soit le
point considéré de la surface intérieure. Les contraintes varient a I'intérieur du
plan mais a la surface extérieure elles doivent équilibrer les forces extérieures
de surface.
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3. Equation d’élasticité plane en coordonnées polaires

On a vu, la combinaison de toutes les équations en cartésienne a conduit

a I’équation:
Vi) =0 (7.3)
9*? 0%\ [0*¢ d%*¢
= 7.4
<6x2 * 6y2> <6x2 * 6y2> 0 (7.4)
i R0 dte d*e
axt t 23220y T 557 = O (7.5)
Avec:
92 a2 ¢
_ _ = — — 7.6
ax—ayz gy = ox2 et Txy ax dy pgx (7.6)

Ainsi, il suffit juste de transformer ces équations des coordonnées
cartésiennes (x,y) aux coordonnées polaires (r, 0)
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3. Equation d’élasticité plane en coordonnées polaires

Pour la transformation: y 4
. Mxy)
""""""" ® M(r, 0)
r /o
'y
N6 s
X
Ona:
xX=rcos0 2 _ .2 2
re=x°+
(76) " Ou bien: Y (7.7)

= Gatnl 0 = Arctg (%)

Ainsi, on transforme, par exemple, les termes de I’équation (7.4)

92 a2\ [ 0> 92
+ 22 =0
dx2  ody?)\ox? 0y?
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. ’ " wg 7 ) . _ 2 o 2
3. Equation d’élasticité plane en coordonnées polaires x =T1cos 0 rt=x"+y
y=rsin0 0 = Arctg (y)

x
92 9% \ [9* 92
+ 22 =0
dx?  dy?)\ax? ay? f(x
2o a0 (rets T =137
o @
dx2  ox (6x

Or: dp(x.y) _0¢(r.6) dr 0¢(1.6) 36 (7.9)
dax = odr ‘ox 0 ox

Avec :

) (7.8)

Car: x(r, 0)

Ainsi,

or 2x X

= = — = co0s0
ox 2. /x2+y2 T
900 —-1/x* -y —sin6

dx 1+% r r

D’ou:
op(xy) _09,0) _10¢(,0)

(7.10)
ox or -cos6 r 90

.sin 6
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. y . ag v . _ 2 _ L2 2
3. Equation d’élasticité plane en coordonnées polaires x =71 cos 0 rt=x"+y

- _ y
dp(x,y) 0d¢(r,0) 19¢(r,0) y=rsin0 B—AIrctg(x)
= .C0S0 ———— = .sin 0 (Arctg (F(x)' = f(x
ax ar r 200 g _1+f2(x)
?¢p 0 (0@
Or: _ ( ) 7.11
dx? Ox\dx ( )
D’ou: 2
i ()] 0 10 ap 1d¢
— == ———.5i —. ———.58i 712
32 <6r cos0 30 sin 0)<6r cos0 s sin 0) ( )
Ainsi,
e e 0’ sinfcos6 1 _, dp 1 . @
%z 972 Zos 0_61"60 . 2 +;sm 95"‘;51"96'059%
0°p sinBcosO 109 1 Q
~ 3790 - +r26023m 0+ﬁsm0c050%
D’ou: o 0 %@ sinOcos® 2 @
0 92 cos 0_261‘60 - +r2 sin 0 cos 0% (7.13)
+1 j 2¢9an+ 1% 20
rsm or T 72302 sin
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. y . ag v . _ 2 _ L2 2
3. Equation d’élasticité plane en coordonnées polaires x =71 cos 0 rt=x"+y

) y=rsin0 0 = Arctg (%)
n i a (p ? 92 92 62<p az(p
On fera de méme pour : 3y <6x2 + 6y2> (axz + 6y2> -0
2 , [l
Avec: S (a¢) (7.14) (retg G = 1320
dy? dy\ady
Or: dp(x,y) _ dp(r,0) | or N dp(r,0) | 20 (7.15) Car: v, 8)
ay or ay a0 ay
Ainsi,
or 2y y )
= =—=sin06
0y 2 /x2+y2 T
d6 1/x x cosé
= S= =
ay 1+ y_2 r r
X
D’ou:
dp(x, do(r,0 1d¢(r,0
¢(xy) _9¢(r )_Sin o Qp(r ).COS p (7.16)

ay ar r 00
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3. Equation d’élasticité plane en coordonnées polaires x=T1cos0 r?=x’ +:v;
do(x,y) de(r,0) . 01 1d¢(r,0) ) y=rsind 0 =;1,1;Jcctg (;)
= .stn —————.C0S ,
ay ar r 90 (aretg F)' = 157705
2
Or: J (g = g (6(/))
dys dy\dy
D’ou: 2
0“p (0 10 dp 1d¢
vz — 3,5t —— ——.si —— 717
9y? <6r sm0+rae cose)(ar sm0+rae cose) ( )
Ainsi,
e ¢ d%p sinfcos® 1 ., dp 1 @
ay% _ or2 sin 9+6r60 " + —cos Ha—ﬁsmecoseﬁ
0’ sinfcos® 10d*¢p 1 dp
+0r00 " +r2602wS 0——sm0c030%
D’ou: o 0% 9% sin 6 cos 0 @
= [ 2 j .
ayz ~ ar? sin“0 + 5790 " 2 sin 0 cos 0 30 (7.18)
1 de 1 0%
P
+rcos 0 ar +r2 302
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3. Equation d’élasticité plane en coordonnées polaires

Ainsi, avec : e 0 0% sinfcos® 2 dp
0 = o2 cos“0 Zarae rz +rzsm0coseae
1 do 10
~ cin )
+rsm Har +r2 aezsm 0
o 0% %@ sinOcos 2 @
D O sin 0+20r00 " —rzsmecoseﬁ
1 dp 1 9%
_ 2 2
+rcos 06r+r2 502 cos“0
% 0%°¢p\ 0*’¢p 10 1 0%p
On aura: <6x2 y ayZ) ~9rz " ror 126z (7.19)
Et I’équation d’élasticité plane en CP sera :
9*? 0%\ [0%*¢ 0d%¢
v4 = =
2 (6x2 * 6y2> <6x2 * 6y2> 0
2 10 1 0%\[/0%p 109 1%
4 _ | — — — —
Vie) = <6r2 * ror * r? 602> (arz * r or * r2 002> 0 (7.20)

3|
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4. Composantes de contraintes en coordonneées polaires

En coordonnées cartésiennes, on a:

62 aZ(p
O, = —(P Oy = W et Txy

Or:

Si «0 = 0», I’axe « r » tend vers « x »
et I'axe « 0 » tend vers «y » .

On aura donc,

() <62(p> X
Oy =\ 0Ox)o=0 = | 3.2
9Y*/ -0
e 0% 0%¢p sin@cos@® 2 1)
Avec, TR O sin“0 + Zarae . 2 sin 0 cos 9%
1 dp 1 0%
= roc2 2
+rcos Bar +r2 302 cos“0
, 109 1 0’ (7.21)
" ror 1?0062
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4. Composantes de contraintes en coordonnées polaires

De méme:
%@
“0:(03’) _ :< z)
0=0 ox 90 :
X
Avec,
o 0@ 2 Zaz<p sinBcosB_I_Z 6 cos92?
axz _ arz <% aroo r 2 S0,
1 do 10
) . 2
+rsm Har +r2 302 sin“0
_ 9% (7.22)
%0 = or?
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4. Composantes de contraintes en coordonnées polaires

Y 4
Enfin: . _(z,) _(_azfl’)
0 — xy)g—q —
6=0 dx dy 90
(En négligeant le PP).

Or: , x
6<P:6<0(p): (6 . 10 0)(6([) _0+16(p 0)
axdy ox \ay ar.cos rae.sm ar.sm rae.cos
2 3’ 1 ., dp 0d*¢sin’d 1 , 3%
axay—arzsmecose+ﬁsm 900_61'60 " +;cos Oarae

1 dp 10%p 1, d¢
—;smecosear ~ 12592 schosO—r—Zcos 0%
(2. = % 109 1d°¢ 6(16(p)
tro = UayJo—o =\ T ax ay oeg T200 10100  0r\rade
1d¢p 1 0% d (1d¢
e S — 7.23
0 =230 rarae ar(r 60) (7:23)
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En conclusion

Pour un probléme plan en coordonnées polaires, il faut trouver une fonction
@(r,0) qui satisfait I’équation biharmonique ::

. 2 19 1 0d*\[/0%°p 10¢ 1 0%
V() =|z5+——+ +— =
or: ror 1200%2/\or?2 ror 1r?o6?

Pour déterminer la distribution des contraires en n’importe quel point :

_16(p+ 1 d%¢
rar 12002

Oy

~ arz (7.23)
1d¢p 1 0% 0(16(p)
r 00

"0 =290 roroo  or

Enfin, il faut vérifier toutes les conditions aux limites
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5. Composantes de déformations en coordonnées polaires

Déplacement du point ?

« u » composante de déplacement
suivant le rayon (r).

« v » composante de déplacement
suivant la direction perpendiculaire
au rayon (r).

« A » se déplace de « u »

. 9
« B » se déplace de « u + —~dr »
X

Suivant la direction radiale, I’allongement unitaire de I’élément ABCD sera:

ou
(utgrdr—u) L (7.24)
& = n T or
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5. Composantes de déformations en coordonnées polaires

Déformation &g ?
gg = gg(U, V) = €9y + Egy
* Du au déplacement « u »?

Longueur de I’'arc « AD » = « rd6 »

Nouvelle longueur aprés déformation « A’D’ » =
« (r+u)dob»

D’ou:

(r+u)d@ —rdo _ &
Eoy = - Eou » (7.25)

* Du au déplacement « v »?

De « D » a « D’ » dans la direction perpendiculaire au rayon?

ov
_(v+7g98-v) o = 0V | (7.26)
=7 = rd@ o 100

€6 = Eou T Eov gg=_+——o (7.27)

E © Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



5. Composantes de déformations en coordonnées polaires

Déformation angullaire y,.g ?

Somme des angles aprés déformation

*Coté « A'D'» ?

ou
(u + =57d0 — u) du
00 = 7.28
Yrou = rdo Yrou r 00 ( )

*Coté « A'B'»?

dv
, :(v+Wdr—v)_z
rov dr r
v v
Yr9v=§—;

D’ou:
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6. Loi de Hooke en coordonnées polaires

Relations déformation — contraintes ?

1

&r = E(Gr—VGG)
Eg = %(0'9 —vo,) (7.31)
_Tro
Yro = ?
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En conclusion

Les inconnues

Contraintes Déformations Déplacements
(03) (03) (02)

&r(1,0); £9(1,0)
Yro (1‘, 9)

08 inconnue
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En conclusion Pour un probléme plan en coordonnées polaires,

Etape 1 : calcul des contraintes a partir des équations d’équilibre ou en
utilisant une fonction d’Airy ¢(r, 9).

V4(9)

B az+1a+1 92 62(p+16(p
do, 10t,9 (0,— 0p) R — 0 ~\arz2 ror r2a6%2)\or? ror
or +; 00 T r TR = _I_laz‘P _

i) 19 2 002
10 2000 0 L 5= 0
or r 96 r 19 1 3%
o=y or Trioez
%
%0 = 312

109 1% 6(16(p>
6 =290 rorae  or

r a0
Etape 2 : vérification des CL. "

© Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



En conclusion Pour un probléme plan en coordonnées polaires,

Etape 3 : calcul des déformations par Hooke.

1
& = E(O'r_vae)
1
€g =E(00—V0r)
, T
réo G

Etape 4 : calcul des déplacements par intégration, des déformations

_6u

Er—a

. u ov

0= "o
ou O0v v

yre:r60+6r_;
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Merci. Fin du chapitre 7
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