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1. Geneéralites

Un probléeme complet d’élasticité comporte les aspects suivants:
a) Données du probleme

< La surface initiale du corps est exprimée par ses dimensions et ses
cosinus directeurs.

< La loi de répartition de la charge sur toute la surface extérieure du
corps doit étre connue.

< La loi de distribution des forces volumiques pout tout le volume du
corps doit étre connue.

b) Inconnues

+» Contraintes:

Gx=f1(x'y!z) txy=f4(x,y,Z)
0'y=f2(x,y,z) Txz = f5(%,¥,2)
o,=f3(x,y,2) Tyz=f6(x'y'z)
** Déformations (extensions et distorsions):
£x=F1(xly'Z) ny=F4(x'y'Z)
£y=F2(x'y'Z) Yxz = Fs(x,¥,2)
Z=F3(x,y,z) sz=F6(x'yiz)
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1. Généralités

< Déplacements:

u=g:x7y72)
U= gz(X,y,Z)
W = g3(x,y,Z)

c) Equations disponibles

Ainsi au total, on a 15 inconnues. Il nous faut donc 15 équations en

chaque point a I'intérieur du corps et les conditions aux limites pour
tous les points situés sur la surface extérieure du corps, donc on a:

< Etude statique : 03 équations différentielles d’équilibre (ou bien 03
équations aux limites)

Etude Géométrique : 06 équations différentielles de compatibilité.
Etude Physique : 06 équations de Hooke.

\/
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Schématiquement
Efforts extérieurs Equations Contraintes
f(M), f(M) d’équilibre 1

Lois de
Comportement

Déplacements Equations de Déformations
U; Compatibilité &
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2. Recapitulatif des principales équations de la
theorie de I’elasticite.

a) Equations de I’'étude statique (Navier)
< Equations d’équilibre

00, O0Tyxy 0Ty,

5t 5 b=t X =10

aay

ot ot
Xy + + yZz

0x dy 0z
0ty; 0Ty, 00,

0x 6y+6z+X=O

(5.1)

+X=0

++ Conditions aux limites

X =o0,l+1,ym+T,n

Y = 1yl +0ym+ 10 (5.2)
Z=1,l+1,m+o0o,n
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2. Recapitulatif des principales équations de la théorie de I'élasticite.

Les équations (5.1) doivent étre satisfaites dans tous les points a
travers tout le volume du corps. Les contraintes, a I'intérieur du corps
varient tandis qu’a la surface elles doivent étre en équilibre avec les
forces extérieures se trouvant sur la surface du corps vérifiant ainsi les

équations (5.2).

b) Equations de I’'étude Géométrique

< Equations de Cauchy (Extensions et Distorsions)

‘ ou
&x = a
- dv
é.y — '()—‘7
‘ dw
£y, = -

du Jv
Yy = -a—v + E
Ju oOw
Yz = 35 © a%
dv dw
YVyz = 37 + ()_V

(5.3)
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2. Recapitulatif des principales équations de la théorie de I'élasticite.

“ Equations de compatibilité ou St Venant

2 2 2
d £x+6 gy.:z 0“Vxy
dy? = 0x? dx dy
2 2 2
0%y 0%, , O “ Yy
0z%2 = 0x? "0x 0z
2
0%y i 0%e; ] 0%V,
dz?%  0y? dy 0z
i(-a}’yz + OVxz A ayry) 0%y
dx \ dx oy 0z oy 0z
a (a}’yz + _ayxz + ayty) 628).
dy \ dx ay dz dx 0z
%, (Oyyz + OV 2 " Oyly) d%e,
dz \ dx ay 0z ox 0y

(5.4)
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2. Recapitulatif des principales équations de la théorie de I'élasticite.
c) Equations de I'étude Physique

*» Equations de Hooke

Ainsi les 06 équations de la loi de HOOKE s’écrivent :

-
o

0, — 9(oy + 0,)

g, —9(oy+0,)

[az — :9(ax + ay):
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2. Recapitulatif des principales équations de la théorie de I'élasticite.

% Equations de Lamé

Il suffit d’exprimer les contraintes en fonction des déformations en
inversant les équations (4.6). On aura

9.E

Ox = Tzoyaro)yev T e &
_ 9E N
Oy = Gzaya+ro) v T are) Y
 9E L _E (5.6)
Oz = Azo)a+o)? " (o) %2
Txy =G. Vxy
Txz=0C.Vxz
Tyz =G. Vyz
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2. Recapitulatif des principales équations de la théorie de I'élasticite.

c) Equations de I'éetude Physique

< Equations de Hooke sous forme volumique (5.7)

< Equations de Hooke sous forme générale (5.8)

6 = (31 + 26)¢,
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3. Resolution des equations de I’élasticite en
deplacements (Solution de Lame).

03 équations

Equilibre

Le but exprimer (Contraintes)
I’équilibre en

déplacements

Hooke
(Cont/défor)

06 équations

Compatibilité
(Défor/Déplac)

06 équations

On obtient 03 équations en déplacements
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3. Résolution des équations de I'élasticité en déplacements (Solution
de Lamé).

Le but de la solution de Lamé (résolution en déplacements) est
d’exprimer les équations différentielles d’équilibre en fonction des

déplacements u, v et w.
Pour cela: en utilisant les équations de Lamé (5.6) en les remplacant
dans les équations d’équilibre (5.1), on aura:

d(Ae, + 2Gey) . 0(GYxy) . 0(GYyz)

dx 3y TR S
0(Gyxy) 0(%ey, + 2Gey) 0(Gyyy,)
+ + +X=0
dx ady 0z
d(G d(G d(Ae, + 2G
(GYxz) n ( yyz) n (A, Ez)_I_X ~ 0
dx dy 0z

Apreés des opérations mathématiques intermédiaires, on obtient les
équations finales de Lamé.

@ © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



3. Résolution des équations de I'élasticité en déplacements (Solution
de Lamé).

Prenons comme exemple la 1" équation
En réarrangeant les termes, on peut écrire

i)
—(,1 g, +2.G. £x)+ (G Yxy) + Z(G.yxz)+X= 0

¢a donne
de ds oy d
A=E 2G4 G ”+G;f +X=0 (1)
du v OYxy 0*u  9*v
. — e— ey —— -
e Vxy ay s dx ay dy? T dxady
Ju ow OV xz 3%u *w
3 = — —_— — —
= Vxz =75, L ax 0z dz2 ™ dx0dz
- e ou - de,  0*u
X ax dx  9x?

En remplacant dans (1) on aura:

Aa“+2

axa ] G 622 g;t;‘;] I
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3. Résolution des équations de I'élasticité en déplacements (Solution
de Lamé).

On aura donc par remplacement par (1):

Aa +2G62u+G ’u 9*v azu+azw
ox dx? "19z2  O0x0z

d%v azw
" Lax?2 axay dx0z

]+X=0

]+x 0

axz = dy? 0z

— — gl

Soit::/1.—+G.[ UR XY I+G [ + + ]+X 0

2
Veu £,
Vu: Laplacien de « u ». On aura donc:

ads 5 ade
A——+GVu+G——+X 0
0x ox

Similaire pour les 02 autres équations, on obtient les 03 équations de Lamé
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3. Résolution des équations de I'élasticité en déplacements (Solution
de Lamé).

Soit:
de
A+6)—+GV2u+X=0
ox
i 15
(A+G)a—;+GV2v+Y=O (5.9)

de
(/1+G)a—Zv+GV2w+Z=O
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3. Résolution des équations de I'élasticité en déplacements (Solution
de Lamé).

Si on a en plus l'influence de la température, les équations d’élasticité
en déplacements s’écrivent:

(A+ G) iy + GV? gl P +X=0
0x “ (1-29) o0x -

de, aE  (AT) (5.10)
A+ G)— 2 — =
(A + )6y+va A-29) 9y +Y=0

oe aE 0d(AT)
A+ G)— + GV*w — Z =
(4 + 6) 5
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4. Resolution des equations de I'élasticite en
Contraintes (Solution de Beltrami-Michel).

06 équations

Compatibilité
(Défor/Déplac)

Le but exprimer
la combinaison
des équations
en contraintes

Hooke
(Cont/défor)

06 équations

Equilibre

(Contraintes) 03 équations

On obtient 06 équations en Contraintes
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4. Résolution des équations de I'élasticité en Contraintes (Solution de
Beltrami-Michel).

Le but de la solution de Beltrami Michel (résolution en contraintes) est
d’exprimer les 15 équations de I’élasticité en contrainte uniquement.

, . X ; A4+ G +GV2u+X 0°
Pour commencer on dérive les équations (5.9) ( ) /o X

respectivement par rapport a x, y et z et on (1 +8 v+Y=0 %Yy
suppose que les forces de volume sont
constantes w+Z=0 %2z
Soit:
0
(/1+(;)62"S + 6. (V2 )+/a£/0
— u
2 ox 0
&y ayY
(/1+G) +G. —(Vzv)+ =0, (5.11)

dy* y
1+ G) 9e, +G a(172 )+%
dz*> azy VBT
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4. Résolution des équations de I'élasticité en Contraintes (Solutlon de

Beltrami-Michel). 3e ( )
(4 + G) 2 P VZ2u) =0

En additionnant les équations (5.11) membre 2

a membre on aura:
2
Ev 2
) w)=0
(A+ G) =3 +Gaz(l7 )

(15 6) aze,, d%s, 0d%s, - au av ow
Z Tz Tz )T e T ay 9z

v)=0

Soit:
A+ 2.6)V?e, =0

Ou bien VZE,, -0

Lorsque les forces de volume sont constantes, le Laplacien de la
déformation volumique est nul.
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4. Résolution des équations de I'élasticité en Contraintes (Solution de
Beltrami-Michel).

d%e G
A+ 6)——+6.—(V>u)=0
Il faut donc transformer les déformations des gzxe ag‘
équations (5.11) en contraintes. (1+6) ayZv + G.@(Vzv) =0
Pour cela on utilise les équations de lamé 32

v a 2 =
A+6)—— +G.az(l7 w) =0
On a: 0, =Ag,+2.G.g,
o,=A8&,+2.G.¢,
6,=A&,+2.G.¢&,

En appliquant le Laplacien a ces équations on aura:

V%(o,) = A.V?(g,) + 2.G.V?(&,)
V3(ay) = 1.V?(g,) + 2.G.V*(g,)
VZ(o,) = A.V?(g,) + 2.G.V%(g,)
Or
Vie, =0

v vZ(o,) = 2.G.V2(s,)
Vi(o,) =2.G.V%(g,) (5.12)

Vi(o,) = 2.G.V%(¢,)
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4. Résolution des équations de I'élasticité en Contraintes (Solution de
Beltrami-Michel).

Or d’apres la loi de Hooke générale, on a:

1
0=(3A+26G).¢ t — 0
( VE o & =300
Si je dérive cette équation 2 fois par rapport a x, y et z, on aura
ds, 1  0%@
9x2  (31+2G).9x?
2 2
0°&, _ 1 0-0 (5.13)
dy?2 (31 +2G).dy?
d%¢,, 1 326

9z2 (31 + 2G). 022
Il faut maintenant remplacer (5.12) et (5.13) dans (5.11)
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4. Résolution des équations de I'élasticité en Contraintes (Solution de

Beltrami-Michel).

Il faut maintenant remplacer (5.12) et (5.13)
dans (5.11). On aura :

Exemple: 1ére équation

1 2%6 V4(o,)
) (31 + 2G)  9x? L 2.6 B

En réarrangeant les termes et en remplacant
les constantes de Lamé, on aura

2%6
(1 +9).V%(o,) + Freatall

On suit le méme cheminement pour obtenir
les autres équations de Beltrami-michel.

d%e d
146 Zdel, 72u) =0
Qg G P m)
511)  g2¢

L 0 2 =
352 + G.E(V v)=0

9%, 0 v
A+ 6) =3 +G.az(l7 w)=0

(A +G)

Vi(o,) = 2.G.V?(&,)
(5.12) v2(q,) = 2.6.V?%(¢,)
Vi(o,) =2.6.V*(g,)

d%s, 1 9%6

dx2 (31 + 2G).9x2

d’e, 1 d%0
(5.13) — =

dy (31 + 2G). dy?

d%e, 1 2%0

9z2  (3A+ 2G).0z2
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4. Résolution des équations de I'élasticité en Contraintes (Solution de
Beltrami-Michel).

On suit le méme cheminement pour obtenir les autres équations de

Beltrami-michel.
20

2
(1+9).Vé(oy) +— a%cz =0
0-0
(1+9). vz(oy)+ 372 =0
. 0%0
(1+9).V4(o,) + o 0 (5.14)
2%0
2
(1+9).V?(tyy) + %0y
(1 +9).V(z,,) + A
Vb axzaz
0-0
2
(1+9).V3(ty;) + — 9y0z

=0

=0

=0
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Equations de Lame et les equations de
Beltrami Michel sous la notation
Indicielle
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5. Equations d’éelasticite en déplacements.
Equation de Lamé Clapeyron.

C’est une méthode de résolution directe valable principalement pour les
probléemes de type I. On résout le probléeme isostatique en termes de
déplacements. Il est donc utile de faire appel a des équations ne faisant
intervenir que les déplacements.

Les équations de Lamé Clapeyron sont obtenues par exprimer les équations
d’équilibre en déplacements, en faisant intervenir les équations de
compatibilité et de Hooke.

On a: 1w  ou)_1
€ = —(ui | -I—u,i) avec Yij = 2. &jj
) OX. GX o
or 0;j=216;.8,+2.6G. 5 =216;.8,+6G.(u;;+u;;) (515
ou;
Avec T au‘ Uj; = 3 . i,j=1,2et3 Soitx,yetz
ij — ax] X
D’ou en dérivant 00 agv d%u; 62u]-
: = A.6;; + G :
(5 15 ax] 4 ax] (6x]-6xi T 6xj6x,-) (5 16)
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Equations d’élasticité en déplacements. Equation de Lamé Clapeyron. (Suite)

Or on a: dg, dg,

ax]' T axi

azu]- _ d au] :agv
axjaxi axi axl ax,-

Or d’apreés les équations d’équilibre

aO'i]'

6x]-

Devient, en remplacant dans (5.16)

azu-

+p.X;=p.q div(o) + f,=p.a

aT;;
el | = pm
ax; +pB; = pa;

a: accélération
f,: force de volume
o: Tenseur des contraintes

62

uf (5.17))
ax dx; '
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Equations d’élasticité en déplacements. Equation de Lamé Clapeyron. (Suite)

Pour i=&, 2 et 3 (c’est-a-dire x, y et z), on aura:

%*u £ ’u 0*u 0*u
Po- 377 = Po- X+(A+G)—+G(ax2+ay2+azz)
9> ’v 9*v 0*v
Po- 0t2 = Po- Y (11 T G)—y+ G. (axz o ayz o azz> (5.18)

o z+(/1+G) 4G W AW O
Po-"5¢2 = Po axZ ' 9y | 922

d v 9 .
avec £v=0—2++£+a—j=dw(U)

Finalement, en forme invariant, on a les équations de Lamé Clapeyron

9*(U)

= po-X) + A+ G)Ve, + G.div V(U) (5.19)
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6. Equations d’elasticite en déplacements.

Coordonnées Cylindriques.

La loi de Hooke en coordonnées cylindriques sera:

et

avec

ou,

T,=2Ae+2u o
_ 1049 4
ng—le+2y(m-+ r)

ou
T,, = e +2/la—zz

B 10u, Odug ug
Fp=p (r65+ ar r

faug 10u,
ng:"\az + 30| =T

(u, ou
I L.
TZ’""\az + ar)

=Trz

du U 1/[0%ug ou,
= 4Ly
=" F r(39)+az

(5.20)

(5.21)
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Coordonnées Cylindriques.

Les équations de Navier en coordonnées cylindriques seront:

2

2 2 2
ou, de ou, 10u, ou, 10u, 29dug u,
Po 5 =PoBr+ (A +u)~+u = =
? o o or ar* Fag* ar ror 2 o6 r?
2 B 2 2
d up (A + u)de dug 10ug dug 10ug 2 0u, Ug
Po—= EpPsBg + +u + + + + -
a2 7 r o ot r2ag> a2 ror 200 2
2 [ .2 2 2
o' u, de du, 10u, Jdu, 10u,
Po 2 =pOBz+(A+l‘)a_+/‘ 2 + 5 9 - r or
ot < ar"  r- a6 dz (5.22)
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7. Equations d’elasticite en déplacements.

Coordonnées Sphériques.

La loi de Hooke en coordonnées sphériques sera:

et

avec

7 s R g
TR

(1 aug u,
r

T"o=k+2”\—r_§9_+—

( ou cotd
Tpp =Ae +2u ——.1———43+—u—’—+u6 )

N 10u, Jdug Uy
To=# (r39+ or —7)

(1 Odup ugpcotd 1dug
To‘”—#\rsinefw F T al

(1 Ou, " g Uy
\rsinG op ar r

du 2u, 1/(dug 1 Oug ugcotd

e=;+—r-+;(@-) T rsing % T ;
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Coordonnées Sphériques.

Les équations de Navier en coordonnées sphériques seront:

Po % = po B+ (A +I‘)%i—+/4 [air [ﬁ;(rzur)]
. a;;e = 0 Bt it [.gg_ (2%)

L cageon) L 2200 | a2y
R

2
1 dup 2 3, 2c0199p

10 1 ¢ .
+ . (u sme)) + + ]
rzao (5‘“060 " sin0 5¢2 2sin 0P r%sin@ P

E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



8. Equations d’éelasticité en contraintes.
Equations de Beltrami-Michell.

C’est une méthode de résolution directe valable surtout pour les probléemes
de type Il. Il est indiqué de faire appel a des équations ne faisant intervenir
que les composantes Tj; du tenseur de contraintes.

Les équations de mouvement sont généralement insuffisantes. Une fois les
contraintes connues, il faut que ¢a donne des déformations par le biais des
équations de Hooke et que ces déformations puissent donner des
déplacements par compatibilité.

Dans ce cas, il faut exprimer la combinaison des 03 types d’équations en
contraintes.

vV
VTU + mej + ﬁ f 8 (f1J + fj,i )] lf a 8 (ai’j + aj’i )]
(5.26)

Avec: 0=041* 02+ 033= 0, + 0y + 0, et: Ty=oj

Si les forces de volume sont constantes ou négligées, et qu’on est en état
statique I’équation devient

VT +—€) =0 (5.27)
l+v °
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Equations d’élasticité en contraintes. (Suite)
Démonstration

On a:

En considérant, I’équation de compatibilité, on a:

Ciin T &xij = Cikit T €Lk

L 2 92 9>
La 1¢re s’écrira — 0y €y Yxy
811,22 22 11 2 812 12 > o -

En remplagant, on aura:

(1+v)|T +T, |-v(0, +6_)=2(1+V)T (5.28)

Il faut calculer o 4212 a partir des équations d’équilibre.

dijj + fvi = p-a;
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Equations d’élasticité en contraintes. (Suite)
Démonstration

On dérive la 1¢r¢ % a x4, la 2¢™e % a x, et la 3¢™me % 3 x3, on aura:

T +T,,+T, . +f =pa, (i)

11,11 12,12 13,13

12,12 22,22 23,23

T,,+T,,+T, , +tf,  =pa, (ii)
T, .,+T, . +T,, +f  =pa,, (iii)

13,13 23,23 33,33

En faisant (i) + (ii) - (iii) on aura:

2 le 12 (po'al,l +po'a2,2 _po‘ ) |.T1111 +T22 ,22 33 33J
o (fvl,l + fvz,z o fv3,3)

En remplacant dans (6.27), on aura:
(1+v)Ve-0_, -VT, |-v|[vo-0_|=
(1 + V)(po'al,l + po'az,z o po'as,s )_ (1 + V)(fvl,l + fvz,z o fv3,3)
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Equations d’élasticité en contraintes. (Suite)
Démonstration

De facon similaire pour les 02 autres équations, on aura:
(I1+v)V6-0, -VT, |-v[Vo-0, |=
(1+ v)(— p,a, +tp,a,,+p,a,, )— (1+ v)(— f,  +f,, + fm)
(1+v)ve—-0,-VT, ]-v[ve-6_]|=
(1+v)(p,a, —p,a,,+p,a,,)-1+VE, ~f,, +f,)

En faisant la somme des 03 équations, on aura:: (5-30)
VO = G J_r Vj[(po.al,1 +p,a,, + po.am)— (va1 +f,, +1 .. )]
En remplacant dans (6.28) et (6.29) on aura: (5.31)
VIi+ 0+ Y Jf 5+ +f )= [a.5 +(a +a )

l+v * 1-v l-v
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Merci. Fin du chapitre 5
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Chap. 6

Elasticite Plane en Coordonnées
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