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Introduction

Le but de cette application est de pouvoir
transformer un tenseur d’un repere a un autre.

On aura aussi I’occasion de voir comment
passer d’un repéere quelconque (X, y, z) au
repere (normale, tangentiel), pour transformer
des contraintes de X, y et z vers des contraintes

normales et tangentielle ?

On traite le cas plan puis on essaye de
généraliser en 3D.

© Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Exemple

Soit le tenseur des contraintes défini dans le plan de la figure suivante. On
vous demande de définir:

1. La matrice de transformation du repeére initial au repére de la la face
(normal, tangentiel)

2. Calculer les contraintes normales et tangentielles a partir de la matrice
de transformation

y

oy = 200 MPa
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Normale et tangentielle ? Normale
?

La normale est toujours perpendiculaire a
la face vers I'extérieure

La normale est définie par

ses cosinus directeurs n=l.e +my.e; +nge;3

l;, m,; et n; sont
les cosinus
dikecteur

Avec:

[, = cos (N, x) : cosinus de I’angle que fait la normale avec I’axe des « x »
m, = cos (N, y): : cosinus de I’angle que fait la normale avec I’axe des « y »
n, = cos (N,z):: cosinus de I’angle que fait la normale avec I’axe des « z »

D’ou:
l; = cos (N,x) = cos a - N = cosa.eq + sina. e,
m, = cos (N,y) = cos (E — a) = sina
T _, _(cosa
ny; =cos (N,z) = cos = 0 R = sina

@ a : Angle que fait la normale avec I’axe des « x » © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Normale et tangentielle ? < tapgentielle

?

La tangentielle est toujours perpendiculaire
a la normale

La rotation de 7 vers ¢ se fera de la méme
maniére et dans la méme direction que la
rotation de « x » vers « y ». Ces rotations
dépendent de la 3¢me direction (Regle des 03

doigts) Ici 'axe « z » est sortant donc le
3¢me axe de (n, t) est sortant aussi
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Normale et tangentielle ?

Tangentielle
?

t = lze_1>+mze_2)+nze_3)

Avec:
Y [A .
lZ = coS (t’ x) = COS (E + a) = —SsSlna
m, = cos (t,y) = cos «
T
n, = cos (t,z) = COSE =0
Ainsi : t = —sina.e; + cos a.e,
2= {—sina}
COS I

a : Angle que fait la normale avec I’axe des « x »
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Matrice de
transformation

Transformation ?

Avec: _) . .
n = ll. e +my.e,
l, =cos (N,x) =cosa - {Cosa}
T =1 :
m,; = cos (N,y) = cos (E — a) = sina sina
Et t=1l.e;+mye,
l, = cos (t,x) = cos (E + a) = —sina > —sina
: 2 i ={ }
COoS X

m, = cos (t,y) = cos «

La matrice de transformation sera :

En 2D l l cosa —sina
. _ 1 2 = =
(figure) T = [m1 mzl Ou bien r [sin T s
el {f} lz mzl e_Z) [ ] e—Z)

E a : Angle que fait la normale avec I’axe des « x » © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Normale et tangentielle ?
Application ?
w
La normale ? ‘ a=T+ ="
Ou bien: B T\ 5w
Dans l'autre sens (n B E) "6
D’ou :
-1
T
ll—cos(Nx)—cosa—cos(n+ —/gtco g
_ _ m_ -
mq = cos (N,y) = cos (2 a) = sina = sm(n+ 6
T
—COS —
n = cosa.e; + sina. e, 7= 3
—Sing

a : Angle que fait la normale avec I’axe des « x »
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Normale et tangentielle ?
i m m
La tangentielle ? A=TT+—=—
6 6
D’ou: t=1L.e;+mye;
(A
l, = cos (t, x) = COS ) —sina = —sin (n + E)
w
= S Tl'COS—— C(ﬁ sm— = +smg
m, = s(ty)—cosa—cos (n+ )
6
_ -1 T 0 . T T
= C}Al’ COS 6 Sfﬂ' Sin 6 = —CO0S 6
t = —sina.e; + cosa.e,
+sin—
Ainsi : i {—sina} i S
= - T
COS O
—COS —
6



Matrice de
transformation

Matrice de transformation

Avec:

La matrice de transformation sera :

Iy
my

Ou bien

St

a : Angle que fait la normale avec I’axe des « x »

3|

) T s
—COS— +sin—
6 6

[ T
—sin— —cos—

6 6
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Transformation des contraintes Transformation

Contraintes oy =200 MPa
Avec: = T,, = 200 MPa
Transformation des composantes de
contraintes vers la normale et tangentielle:

Les composante de contraintes seront (qy, ) :

Repére (x,y) {Z;} = o] {15111} - [Z:; ?ﬂ {75111}

Dans le plan « n, t » les mémes composante de
contraintes seront (o, t) :

g, =400 MPa

o,=[l; my] {Z;} =[l; m4lla] { L } =[l; myl [‘g:; ?;] { L }

qx zll Ox Tx}’ ?111
t=1[1, m,] {q } = [l m,l[a] {m1} = (L, 2] lrxy O'y] {ml}

(7=l mlat=1 mlerlm}=mref, ]

@ a : Angle que fait la normale avec I’axe des « x » © Abdellatif MEGNOUNIF ET-Tlemcen



T T

) . —Ccos— +sin—
Transformation des contraintes ? T=( 32 n
—Slng —COSE

Avec: .-
Application y

Pour notre application
= 7,, = 200 MPa

T

=l mla} =l mlm)= e ()

t) lz m, qdy a lz m, m4

I T T T — X
(o = —Cose TSIeli400  2007)  €Se _ o, = 400 MPa
- T T _ T n
t +sing —cosa 200 200 —sing

{th} = {f125:;§,1 :?028}

E a : Angle que fait la normale avec I’axe des « x » © Abdellatif MEGNOUNIE ET-Tlemcen



Un peu plus
theorique et
general
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. €2
Matrice de transformation de 02 systemes cartésiens ¢

Soient 02 systémes cartésiens définis par les vecteurs unités «e; » et «Z »
On peut obtenir 'un de I'autre par rotation de de corps rigide ou par rotation

e1'

suivie d’une réflexion.

e3'
—F — — €3
e,=Te;=Ty.e, (1)
i.e.
e,1=T11.e_1)+T21.e—2>+T31-e_3) Ti=lle_1>+mle_2>+nle_3)
elz = le.e_{ + Tzz.e_z> + T32.e_3) OU blen E = l2§) =F m2.§> + n2.§
e = T13.€1 + Ty3.€5 + T33.€3 s =1l;.e{ + my.e; +nj.e;
ou TinTjm =T Tmj = 5;  mmp [T][T]" = [1]
On note que:
Tiu=e¢;Te; =ej.ey =cos(e,ej).. Dou: Ty=cos(e,e})=e;e;
4 _ )
La matrice de ces Tiy1 T1o Ti3 L 1,
cosinus directeurs est [T] = |Tyy Ty Tos Ou bien [T] =|m; m,
appelée matrice de 1oy Ui I n, n,

transformation des axes.
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Matrice de transformation de 02 systemes cartésiens Application
Exemple : e,
€ )
Trouver la matrice de transformation du repére «e_f » obtenu 5
par rotation du repére «e; » de 30° par rapport a « e; ». 30 e
e; coincide avec e’;. 30° o
- €4
. . : Ty Tz T L L I
En utilisant I’équation (2), on a: 1 “12 ~13
o 7] =T Ty Tps| [M=|my my my
T; = cos(e; e}) = e;.e] T31 T3 Tss i Nz 1Ny
V3 = }) = c0s120° = — :
T, = cos(eq,e}) = cos30° = 5 T, = cos(ey, e;) = c0s120° = 2 T3 = cos(eq, es) = c0s90° = 0
1 3 T,; = cos(ey, e3) = cos90° =0
T,, = cos(ez, e;) = cos60° = 2 T,, = cos(ez, e;) = cos30° = > T, = cos(ez, es) = cos 0° =1
T;, = cos(ez, e;) = cos90° =0 T;, = cos(ez, e;) = cos90° =0
Matrice de V3 1]
transformation > g 9
TI=11 3
e |
2 2
L0 0o 1
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Transformation des composantes de vecteurs :
Transformation

Vecteurs

Soit un vecteur « a » glqg avec comme
composantes (par rapport a «e; » et «e;» )

a;=ae; et a; =ae

Oor _, . .
=T e; =Tmni€m (1) a;=aTp.e, =Thi(a.ey) = Thiay, (3)
Ou bien
a’1 Ti1 Ty T3 a; li, m; n{][%
Az| = |T12 T2 T32||%2 Ou bien a’z =1l, m, n,||q [a]’ = [T]T[a]
as T3 T3 T33 as l; m; n;llas

Application

Trouver les composantes du vecteur a(2,0,0) dans le nouveau
repére «e; » obtenu par rotation de 90° contraire aux aiguilles

d’une montre autour de I'axe « e; ». ejle,
La matrice de transformation est, e, e a
avec e’;=e,, e’2= - e, et e’;=e;.

[T] =

0
- 22 H o 3] dou [a] =[T"[a] = |-1 o o ] [ ]
n, m 0 1 0

a=2.e,=-2
E a : €1 = —4.€5  © Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



Transformation des composantes de tenseurs

Transformation

Soit un tenseur «[ag] » qlq avec comme Tenseurs
composantes (par rapport a «e; » et «e; » )
oj=e€;.0e; et T’-j:eg.ae]’-
Or ; =T ?{ = Tmi-an) (1) ng = T - an) o Tnja{ = TmiTnj(an)- o Tnj a{) (4)
) A
D'ou: ng — TmiTnjamn (5)
En matriciel

lo]" = [T]"[][T]

!

o. T ok
,x Xy f‘z Ti1 T31 T31]|[0x Txy Txz|[T11 T12 Ti3
Txy Oy Tyy|=|T12 T3z Ts32||Txy Oy Tyz||Tz1 Taz Ti3
Tez Tyz O T3 Tp3 T33llTxz Tyz O0:11T31 T3 T33
Ou bien, I'inverse
—_— !
a'ij = Tim- Tjn- Omn (6)

lo] = [T][a]'[T]"
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Transformation des composantes de tenseurs Application X

Exemple
010 " x
[Soitla matrice du tenseur [g], ] l[e]=11 2 0 e, & a ‘
0O 0 1

Déterminer la transformée des composantes de ce tenseur dans le nouveau
repére obtenu par rotation (contre aiguilles montre) de 90° par rapport a e;.

La matrice de transformation est, T =
avec e’y=e,, e’,= - e, et e’;=e;. - [T] =
lo]" = [T]"[][T]

Ox Txy Txz 0 1 01[0 1 0][0 —1 0
Ty Oy Ty |l=|-1 0 0||1 2 o||]1 0 o

Txz Tyz Oy O 0 1110 0 1il0 0 1

I, I, L] [0 -1 0
m; m, m3=1 0 0

nq n, ns 0 0 1

Nouvelles
composantes
du tenseur 2

L 2 -1 0
Soit : (6] = [_1 0 O‘
0 0O 1
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Merci. Fin de I’Application




