Theéorie d’Elasticite

Abdellatif MEGNOUNIF

Application 12

Elasticité Plane en CP

Coin fin soumis a un moment a son
sommet
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Application

Le but de cette application est de calculer la
distribution des contraintes et le vecteur déplacement
en n’importe quel point d’un coin fin plan en
coordonnées polaires soumise a un moment concentré
a son sommet.

Il s’agit d’un probleme général dont la distribution des
contraintes n’est pas forcement symetrique.
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Application

Soit un coin fin (épaisseur unité) illimité d’angle « 2 a » au sommet duquel
est appliqué un moment constant « M ».

Et soit la fonction ¢(r,0) = A6 + Bsin 260
Ou A et B sont 02 constantes a déterminer.
i) Vérifier que ¢(r, ) est une fonction biharmonique.

ii) Déterminer les constantes « A » et « B » pour que les conditions aux
limites soient vérifiées. En déduire I’état de contraintes en un point
quelconque M(r, 0).

iii) Déterminer le vecteur déplacement (u, v) d’un point quelconque.
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Application
Le probléme est quelconque. D’ou :

Etape 1 : @(r, 8) biharmonique ? #(7,6) = A0 + Bsin 26

Tty — 62+16+1 92 62<p+16<p 1 0% °,
(9) = ar: ror 1r2060%2)\dr? raor r?246%2)

92 1946' 1 9%¢ 4
= —— Bsin20
or? /ar r? 002 r?
DI ¢ Vi(p) = az+1a+1az ( 4B'za)—o
(#) = or:  ror 1?2062 2 Smes) =

. 24 8 16
En developpant  y4(p) = ———Bsin26 + — Bsin26 + — Bsin26 = 0
r r r

Donc

¢@(r,0) est biharmonique

A et B : constantes a déterminer par les CL de chargement
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Application

Le probléme est quelconque. D’ou :

Etape 2 : Distribution des contraintes ?

1 1%
Ona: or = ar 112902
_ 0%
""_arz
109 13d%p 6(16(p)
6 =120  roroe  or\rao

Avec : ¢@(r,0) = A0 + Bsin 20

On obtiendra

4B
o, = — 2z sin20
Og = 0

1
T, = r—Z(A + 2B c0s20)
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Application 6 = -2 Sin26

T‘Z
0'9:0

1
Etape 3 : Conditions aux limites de chargement ? Tro = — (A + 2B c0s26)
R=lo,+mt,y
Ona: _
S = l'l'rg + moy
% Face coté gauche 9 =«  Face coté gauche 6 = —a é’l\
S=0 m=1 S=0 m=—1

Og — 0 Og — 0
Tr9= 0 T,9= 0
(A+ 2B cos2a) =0 (1)

% Egalité des Moments

a
ta j (A + 2B cos20)d6 = M
j rtordd =M -
-a

(24a + 2B sin2a) = M (2)
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Application

Etape 3 : Conditions aux limites de chargement ?

Ona: (A+ 2B cos2a) =0 (1)
(2Aa + 2B sin2a) = M (2)

Dont la solution

4B
oy = ) sin260

O'9=0

1
Tro =3 (A + 2B cos20)

. —M cos2a s M
- sin2a — 2a cos2a - 2sin2a — 4a cos2a
B —2 M sin20
o7 T 12 (sin2a - 2a cos2a)
0'0 = O

_ M (cos26 — cos2a)
12 (sin2a — 2a cos2a)

Tro
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—2 M sin20

Appllcatlon T (sin2a — 2a cos2a)
Og = 0
Composantes de déplacements ? S V] G0 e 0o20)
™ r2 (sin2a — 2a cos2a)
Par intégration ?
ou
Ona: 1 & =57
& =—=(0,—vao
r li:( r 0) i N £
gg=—+—
€e=E(09—V0r) e " r " rao
e Tro _ Ou N ov v |
TG Yro =150 " ar r '
_6u_1( )_1 —2 M sin26
= 9r TEO T V9 TE2 (sin2a — 2a cos2a)
p Fe M du C [— sin29]
osons ~ (sin2a — 2a cos2a) or El 12

2C
u(r,0) = Esinze + £(0)
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M —2 M sin20

Appllcatlon = (sin2a — 2a cos2a) or =12 (sin2a — 2a cos2a)
g9 =0
. 1( _ ) _ 1_1 + ov ’ _ M (cos26 — cos2a)
€9 = E Og —VO,) = r roo tro = 12 (sin2a — 2a cos2a)
Jdv r —TV 0,
ﬁzrsg—uzi(ae—var)—u: U
v B 2vM sin26 2C . 20 0) = 2vCsin20 2C 20 ®)
30 _ r (sin2a— 2acos2a) Er 1(0) = r Er-'" /
ov _ 2vM sin26 2C . 20 0) = 2vCsin20 2C 20 0)
30  Er (sinZa —2acos2a) Er 10 =—%7 Er-" /
v

- (- )2 sin2
ﬁ__( —V)Esm 0 — f(0)

v(r,0) =1 —-v) E_C;"COSZQ - jf(@)d@ + g(r)
Déterminer f(0) et g(r) ? Par 7,9

_ Ou N dv v T  M(cos20 — cos2a)
Yo =830 ar r G G2 (sin2a — 2a cos2a)
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—2 M sin20

Application u(r,6) = E sin26 + £(0) 9r =72 (sinZa — 2a cos2a)
A C 70 =0 M (cos26 — cos2a)

vec v(r,0) =(1-v) ECOSZG . f f(6)de + g(r) tre =12 (;inZa — 2a cos2a)

P M
70 av v ~ (sin2a — 2a cos2a)

Yro =30 ar r 10f( ) 99(r)
4C cos20 C 1 0 gr C
= - (1 - e 2 - (1- ) 2
E r2 A=) Er205%0 1 1 50 or (1-v) E 2 ©05%0

1 1
+= [ r©@)a0 - g

M (cos260 —cos2a) 2 C(1+v)(cos20 — cos2a)

'8 T G2 (sin2a — 2a cos2a) E 12
Par égalité

Tro 16f(0) ag(r) —2C(1+v)

= — = R —
Vro C " 90 f f(6)deo g(r) 12 cos2«a
SR af(B) ag(r) —2C(1+v)
Ou bien : _ _
30 ar + J f(6)do — g(r) - cos2a
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2C
Application  9f(8) _3g() f 66— o) u(r,0) = g sin20 + £(6)

60 v(r,0)=(1- v)E—icosze — ff(e)de + g(r)
—2C(1+v) - M
Par identification = Er cos2a (sin2a — 2a cos2a)
f( ) ff(g)dg 0 —  f(@) = Hcos0 + K sinf
dg(r) —2C(1+v) cCl1+v)1
—_ = 2 = — —
r ar g(r) Er cos2a gr)=1L = = cos2a

En remplagant, on aura finalement :

2C
u(r,B)=Esin26+Hcose+Ksin0
(r8) = 1 — )2 cos20 + 1L CLTM Y 0520 + K coso — H sing
v(r,0) = V) . cos o cosia cos sin
M

Avec : _
(sin2a — 2a cos2a)

H, K et L : constantes a déterminer par les conditions aux limites de
déplacements.
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Merci. Fin de I'application 12




