Theéorie d’Elasticite

Abdellatif MEGNOUNIF

Application 11

Elasticité Plane en CP

Barre courbe soumise a l’action d’une force
appliquee a son extremite
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Application

Le but de cette application est de calculer la
distribution des contraintes et le vecteur déplacement
en n’importe quel point d’'une poutre courbe plane en
coordonnées polaires soumise a une force quelconque
a son extremite.

Il s’agit d’un probleme général dont la distribution des
contraintes n’est pas forcement symetrique.
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Application

Considérons une poutre courbe a 90° de rayon, intérieur « a » et de rayon
extérieur « b » sollicitée a la flexion a sa face supérieure par une force « P »
agissant suivant le rayon du cercle.

Déterminer les composantes des contraintes en passant par une fonction
d’Airy. Utiliser comme fonction ¢(1,0) = f(r) sin 6

Déterminer le vecteur déplacement (u, v) en n’importe quel point M(r,0) de
cette poutre.

Si la face « CD » est encastrée, déterminer la fleche maximale (suivant le
rayon) de la face « AB ».
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Application
Le probléme est quelconque. D’ou :
Etape 1 : ¢(1,0) biharmonique ? @(r,0) = f(r)sino
0% 190 1 0%\ (0’9 109 10%°¢p\ e
4 = - G — —_— ] =
Vi) = (c')rz T ror T r2 602> <6r2 T ror 12 002> L
19f(r) 1

9> 10 1 9% A%f(r
¢ 109 ¢ _ f()+_ £
or2 rodr r206? or? r or r2

2 194 1\/[/d*f@) 1of@) 1
V“<‘P>=(a7+m‘r—z)( oz "7 ar ‘ﬁf“‘)):"

En développant  9*f 28°f 3 azf_l_ 39f 3 F=0
ort rord3 ri2ar?2 r3or rt

D’ou :

. B
Dont la solution sera f(r) = Ar3 + - + Cr + Drlogr
D’ou:

B
r,0) = (Ar3 + — + Cr + Drlogr ) sin@
g r

A, B, C et D : constantes a déterminer par les CL de chargement
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Application

Le probléme est quelconque. D’ou :

Etape 2 : Distribution des contraintes ?
1 1%
Ona: Or =T or 12002
_9%%
%0 = 92
109 13% 0 (16<p)
"0 =3290 raro6  or\roe
Avec :

B
o(r,0) = (Ar3 +—+Cr+ Drlogr) siné

On obtiendra

2B D\ .
0, =|2Ar —— + — ) sinf
r3 r

2B D\ .
g = |6Ar + — + — ) sin0
r3 r D

2B
T,r9g = — <2AT ~ 3 + 7) cos0

© Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



Application

Etape 3 : Conditions aux limites de chargement ?

R=lo,+mt,,

2B D\ .
o, = <2Ar -——+ —) sin@
r r
2B D\ .
09 = (6Ar +—=+ —) sinf
r r
B D

Ona: _
S = l'l'rg +m Op
Face intérieure r = a Face extérieurer = b
Avec: R=0 ot l=-1 R=0 ot =1
$=0 =L $=0 Ll
o,=0 o,=0
Tr9= 0 T,9= 0
Face supérieure AB (6 = 0) j T,0dr =
R = —dP/dr t =0 .[
b
2B —
r—a (ZAa — a_3+ )sme o (1) (6 =0) ja Trdr =P
2B D\ . b 2B D
r=»~ <2Ab—ﬁ+b)sm0=0 (2) f (ZAr—r—3+ )drzP (3)
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Application

b
2B D\ . 2B D 03=<6Ar+r—3+?>sin0
(1) N (ZAa_ E-I_ a) S =0 = or = (ZAa_E-l_ Cl) =0 Trg——<ZAT—i—3+—)COS0
2B D\ . 2B D
(2) o, = <2Ab—ﬁ+ b)sme =0 — 0,= <2Ab—b—3+ b) =0
D , B b
(3) j 2Ar——+r)dr=P = [—Ar —ﬁ—DlogrLzP
03 égs a 03 inconnues.
Solution : A= g_ _FPa’h i )
P 2B P
b
Avec B =a*—b?+(a®+ bz)loga
D’ou
_(Pr . Pa’b* P(a* + b?)\ | 9
Oy = B Br3 Br sin
_ (3Pr Pa*b* P(a*+b%)\ . 9
Og = B Br3 Br sin
_ (Pr N Pa’b?> P(a* + b?) 9
Tro = B Br3 Br cos
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S Pr Pa’b?> P(a?+b?)\ |
Application or = (,; T —r )sm" o = (247 - i—f + g) sin@
Gy = <3Pr — et = P(az - bz) sin@ og = <6Ar 1F === r —) sin@
Composantes de déplacements ? ° \ 8 B Br o 3

Par intégration ?

_ (Pr Pa’h? P(a®+b?) o = —(2ar =28 12 coso
Tr9g=—|—+ 3 — cosf °r 3 r
B PBr Br

ou
Ona: 1 & =57
gr—li:(a'r VO'O) u+ v
Eg = —+——
Eg = E(O'g —Vvo,) = " r roe C
_Tre _ Ou +6v v O
Yro =76 Yro =350 T ar 1
_au_l( )—12A 2B+D (6A +ZB+D)] -
er—ar—E 0, —V Oy = r 3t v r 3 sin

u B sin@
or E

D’ou

2B D
[2Ar(1 —3v) — r_3(1 +v) + ?(1 — v)]

sinf B
u(r,0) = T[Arz(l —3v) + 1'_2(1 +v)+D(1— v)logr] + f(0)
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. . Pr Pa’b* P(a? + b?)\ .
Application 0',.—( R T — >sm9 ar=<2Ar—i—l:+g)sin0
3Pr Pa?’b?> P(a®?+ b?)\ . 2B D\ .
00=< B = g3 — Br sin6 09=<6Ar+r—3+?>sm0
2p2 2 2 2B D
S R ot e o
Eg =5(0g—VO ——+—
O~ g r r 00
v r( )
~-=Tr&g—u=—(0g—vo,)—u
dv sinf 2B
0= [2Ar2(3 v)+ >1+v)+D(1-v)—Ar*(1-3v) — - (1+v)—D(1—v)logrl—f(9)
D’ou
v(r,0) = [Ar2(5+v)+ (1+v)—-D(1 - v)logr+D(1—v)] jf(@)d0+g(r)

Déterminer f(0) et g(r) ? Par 7,9

2B D
ou av vV T.e — (ZAT —F-F F) cos0
Yo=l80 ar r G G
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Application o, = (24r - =3 + ) sind

Og = <6Ar + Z—B + 2) sin@
Avec sin@ o~ r3 r

u(r,9) = [Arz(l 3v) + —(1 +v)+D(1 - v)logr] + £(0)

2B D
Trg = — (ZAr —3 r 7) cos@

—cos0
v(r,0) = = lArZ(S +v) +3 (1 +v) —D(1 —v)logr + D(1 — v) ff(@)d@ + g(1)
u 0v v
Yro =

r60 ar r

_ cosb [ 44r(1 +v) + 4—3(1 +v) + 2— (1— )] 1 afa(:) ag(rr)
+ f F(8)d8 ~— g(x)
2B D
- —(2Ar ——+ —)cosO _ 0 AB 2D
"60: ( '"2 r) _ CZS (4Ar(1+v)—r—3(1+v)+7(1+v))
Par égalité
r 1 af(o d O0r 4D

vo=tet = 2L 29D L 2 [ o0 -~ g0 = o[-
Ou bien : a;;(g) ag ( ) f £(0)d6 — g(r) = _4Dbf 050
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Application P f(e) a _
gr) _ —4Dcos@
ot T A+ [ @0 - ) ==
Par identification
( ) —4Dcos6 —2D 0 cos6
f Jf(e)de = £ = f(O) = Ecos + K sinf + L cos6@

ar

En remplagant, on aura finalement :

—2D 0 cosf sin0O

u(r,0) = E + E [Arz(l 3v) + — (1 +v)+D(1 — v)logr] + K sin6 + L cos@
2D 0 sin0O cosO 5 cosO
v(r,0) = = —— [Ar 5+v) +—(1 +v)—D(1— v)logr] +TD(1+V) +Hr + K cosO — L sinf

A, B et D : constantes déja calculées (CL de chargement)

212 2 2 b
a=> B:_Pab D:_P(a + b?) B =a?—b?+ (a® + b?)log —
2 2B B a

H, K et L : constantes a déterminer par les conditions aux limites de
déplacements.
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Application

—2D 0 cosO sme
u(r,09) = B [Arz(l 3v) + (1 +v)+D(1 - v)logr] + K sin6@ + L cos0

2D 0 sin 6 cosB 0s0 .
v(r,0) = = T [Ar2(5+v)+ﬁ(1+v)—D(1—v)logr]+TD(1+V)+Hr+Kcose—Lsm0

Exemple: calculons la flexion suivant la direction du
rayon que subit ’extrémité supérieure sachant que
I’extrémité inférieure est encastrée.

C|
On calcule u(6 =0) ? DE,,
u@=0)=1
ov(r,m/2
face (0 = m/2) encastrée = v(r,m/2)=0 et (6:/ ) —
Dr
v(r,m/2)=0 = v=——-L+Hr=0 gt ov(r,m/2) .
E =H=0
or
e D
D'ou: H=0 et L= ?“

D’ou, la fleche de I'extrémité supérieure;

Dr
u(B = O) =L = ?
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Application

Dr
u(B = O) =L = ? .
En remplacant « D », e
DVV
D 1t P(az + bZ)
U(BIO):L:— D= - b
E a® — b* + (a® + b*)log
—T P(a?* + b?
u(® = 0) = — =) @)

a? — b? + (a? + b?) logg
Sib - aetque h =b — a est faible devant « a », on peut écrire

l b—l (1+h)_h 1h2+1h3+
°9, = "9 a/ a 2a? 3ad

En substituant cette valeur dans (4) et en négligeant les termes de degrés
supérieurs a 3, on aura:

—3malP
E h3
Valeur donnée par la théorie des poutres courbes (RDM classique)
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u@ =0) =




Merci. Fin de I'application 11




