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Introduction

Le but de cette application est de montrer comment tracer les 03 cercles
de Mohr dans le cas d’un tenseur de contraintes a 3D. On I'appelle le

tricercle de Mohr.

On essayera en paralléle de revoir comment calculer les contraintes et
directions principales d’un tenseur.
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Rappels Cercle de Mohr (Cas Plan)

Supposons un petit élément (voir figure) plan défini dans un repére x,y
supposeé repeére principal. L’élément dont la face est inclinée de fagon a ce

que la normale fait un angle « @ » avec I’axe des « x ».
L’élément est tres petit qu’on peut négliger les forces de volume.
Sur cette face inclinée il ya une contrainte normale « g,, » et une contrainte
tangentielle « 7» .

Repére principal

Y (2)

Force de volume
négligée

Figure

> X (1)
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Rappels Cercle de Mohr (Cas Plan)

Par équilibre suivant la normale et la tangentielle on aura:

o,.(AB) = g cosa.(OB) + a,sina. (04)  Y4{2)
Or (OB) = cosa. (AB)
Et (0OA) = sina.(AB) B

En remplacant:

. 01 =0y

0,.= 041.(cosa)? + 0,. (sina)? e <
0,.= 01.1* + 6,.m? \y

et

X (1)
02 = 02 + 12 = 032.12 + 03.m? = ’éa—a .
. 2= 9y
D’ou |

1?2 = 0% — 6% = 0. 1% + 05.m?* — o2

Du graphe 1

T=—=sin2a.(6p, —01)
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Rappels Cercle de Mohr (Cas Plan)

En faisant varier « a » on peut représenter la variation des composantes
« o, » et « T» on obtient un cercle

Y (2)
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Rappels Cercle de Mohr (Cas Plan)

En faisant varier « a » on peut représenter la variation des composantes

« o, » et « T» on obtient un cercle T
Du graphe
OF = 0C + CF
or - 01— 0y 0'1+0'2
ocC = — =
71 2 2
__ 01— 0
et F = - 2.cosZa
)
‘ol —— 01+ 0 0,— 0O
D'ou F = L 2+ L 2.cosZa —>
2 . (@) () 01

Par transformation trigonométrique on obtient

0, = OF = 04.(cosa)?® + ;. (sina)?

et

T =DF = CD.sin2a = E(al — 07)sin2a
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Rappels Cercle de Mohr (Cas Plan)

Questions de signes ?

T

0< <=
“=3

D se déplace de A vers
B (partie inférieure)

Tmax
et < <
;<@ <m
D se déplace de B vers
A (partie supérieure)

Cisaillement maximal = rayon du cercle

et

Pour: sin2 a=1 soit 2 a= g

1
T = DF = CD.sin2a = 5(01 — 02)sin2a

Tax = CD = _(0'1 - 0'2)

- V(3
ou bien. a= 5
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Exemple

En un point quelconque d’un milieu élastique, le tenseur des contraintes

est donné par ce qui suit:
3 1 1
le]=[1 3 0

1 0 3

i) Décomposer ce tenseur en partie sphérique et partie déviatorique. Que
peut représenter la partie déviatorique.

ii) Déterminer les contraintes et directions principales du tenseur

déviatorique. En déduire les contraintes et directions principales du
tenseur initial.

iii) Calculer la valeur de la contrainte de cisaillement maximale.

iv) Tracer le tricercle de Mohr de I'état de contrainte en un point
quelconque. Représenter sur le tricercle le vecteur contrainte au point
appartenant a la facette dont la normale est la bissectrice du plan (x,z)
positif.
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Solution

i) Partie sphérique et partie déviatorique.

lo] = lo]s + lolp

Partie Sphérique

om 0 0 +o,+0, I
0, +0,+03 Oy+0,+0 1
0 0 o,
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Solution

Partie Déviatorique
lolp = o] — lo]s

3 1 1 3 0 0 0 1 1
[a]D=<130>—<030>=<100)
1 0 3 0 0 3 1 0 0

On peur décomposer [a]|p en 02 tenseurs

0O 1 1 O 1 0 0 0 1
lolp = (1 0 0) = (1 0 O) + (0 0 O)
1 0 O 0O 0 O 1 0 O

Cisaillement Cisaillement

Plan « x,y » Plan « x,z »

o] est la superposition de deux cisaillements
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Solution l" 1 1]

ii) Contraintes et directions principales du tenseur
déviatorique.

Il faut résoudre le systéme l 1 0 0
Il =
({0 — oa. 1) <m> o m=p 1o
n
Solutions différentes de zéro si:
—0q4 1 1
det ([o]lp —04.[I)) =11 —-04 0 [=0
1 0 —0d

" CoDl(=00). (~6)] = 1.1 (~)] + 1. [-1. (~a2)] = 0

Soit
041 = —V2 ;042 =0 ;043 =V2
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0 1 1
Solution [a]D=[1 0 0‘

Directions Principales [1 0 0‘

[ (R

Soit
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Solution

Directions Principales

(3 2 260

Cas1: 041 = —\/2

] _ (
\/E 1 1 l4 0 \/E.ll+m1+n1=0
1 V2 0 .<m1>=<0>=>< l; +V2.m; =0
1 0 +2/1 ‘1 0 L li +V2.ny =0
La 2éme et 3¢me égqs nous donnent m;=n,. et l;=—/2.m; = —/2.n4
La 1¢re équation est vérifiée
Or: 3 + m3+n?=1; enremplacant,onaura 2.m? +m?+m?=1
_ \F . e N
l =+— ; my == 5 ng == >
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Solution

Directions Principales

Cas2: 0,4, =0

0O 1 1 lz 0 fm2+n2=0
1 0 ol[[my]=([0]=>! 11;=0
1 0 o/l \n,/ \o/ [ =0

La 1¢'¢ nous donne m,= —n,. Etles autres [,=0

Or: I3 + m3+n3 = 1; en remplacant,on aura 2.m5 =1 soit m, = +\/2—

En remplagant, on aura

I

w2
T

oy
N
Il
-
I+
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Solution

Directions Principales

Cas3: 043 = \/E

) (
_\/E 1 1 13 0 — 2.13+m3+n3:O
1 —\V2 0 AMm3 | = 0= < lg—ﬁ.m:;:()
! 1 0 —\/E J "3 0 ] 13—\/2.113:0

La 2¢me et 3éme ggs nous donnent mz=ns;. et l3=v2.m; =V/2.n3

La 1¢re équation est vérifiée

Or: I3 + m3+ n3 = 1; en remplacant,on aura 2.m3 + m3 + m3 =1

l i\/—_} mgzi'l‘ }ngzil
s y. .
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Solution

Tenseur initial

Les contraintes principales du tenseur initial sont égales aux contraintes
principales du tenseur déviatorique augmentées de la contrainte moyenne.

lo] = [o]s + [o]p
0;=0g4 + 0,
01 =041+ 0y ;02 =042 + 0y ;03 =043+ 0y, ;

alz—\/f+3; o,=3; 63:\/§+3

Les directions principales du tenseur initial sont les mémes directions
principales du tenseur déviatorique

- s AR =0 N
ll—‘f‘v_ 2 13___|__
2 2
1 V2 1
m1=i5 mZ:iZ mgziz
+1 7_L\/Z 1
i —_ no = _— —~ - —_—
ny 5 2 2 ns 5
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Solution

ili) Contrainte de cisaillement maximale.

avec
t1=i%|01—02|_i%|_\/§_0|_+g
Tz:i%"’l_ai* =ill V2 - V2| =FV2
rg=i%IGz—03|=i%|0—\/§|=¢g
Ainsi
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Solution
iv) Tricercle de Mohr.

Le cercle de Mohr est défini dans le repére contrainte normale « a,, » et
contrainte tangentielle « 7 ».

Comme on a trois (03) plans dans I’espace, on va avoir trois (03) cercles de
Mohr.

Il faut donc d’abord définir les expressions de « g,, » et « T ».
On sait par définition, dans un repére principal que:

Sachant que les
composantes d’une

contrainte : g’ =0%+ 12 = a%. I? + a%. m? + a%. n?
On aura O = 01.1% + 05.m? + 03.n*
qx = 04.1 I?+m?+n?=1
qy = 0. m
q; = 03.1n On obtient 03 équations a 03 inconnues (1%, m? et n?)

qu’on peut résoudre en les linéarisant.
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Solution

La résolution nous donne
T (an - 02)(0n - 03)

2 =
(0'1 = 0'2). (0'1 — 0'3) >0
mz _ TZ 4 (an o 03)(an o 01)
(62 —03).(02—01) <0
n2 — T2 + (op — 01)(0y — 02)

(63 —01).(63—03) >0
Sachant que I? , m? et n? doivent étre positifs et que ¢, < 0, < 03

On doit avoir

T° + (0, — 02)(0,, —03) > 0
T4 + (an - 03)(0n o 0'1) <0
T + (0 — 1) (0, — 02) > 0
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Solution > + (0p, — 03) (0, — 03) > 0

T & (an o 0'3)(O'n o 0'1) <0
T4 + (0n —01)(0p —02) > 0

Si on consideéere les variables de I’axe de repére « o, » suivant I’axe « x » et
n

«T » suivant I’axe « y », on remarque que les 03 équations représentent des
équations de cercles.

Considérons par exemple la 1¢¢ équation. On a

* + (6, — 03)(0,, — 03) > 0

Soit: T° + 05, — 0,(02 + 03) + 03.03 > 0

Apreés réarrangement

0y + 03\> 0y — O3\2
(an— 5 )+’l‘2>( > )

Dans le repére (o,,, ) c’est ’équation d’un cercle de rayon (%) et de

o02+03

centre
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Solution

Les 02 autres équations se calculent de la méme maniére et on aura 02 autres
cercles:

2

0'1+0'32 01 — 03
(an— > >+t2<( > )

et

On peut maintenant tracer les 03 cercles dans un méme repere (g, T) €n
respectant les inégalités des equations.
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Solution

Soit, avec o-lz—\/i+3; oy,= 3; 0'3:\/E+3
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Solution Vecteur contrainte dont la normale est la bissectrice du plan (x,z)
positif.

Soit I= g; m=0; n=g

or:0, =101 +m?* 0, +n? 03 =1(3—\/7)+%(3+\/7) =3

et 12 = 6% — 02 = I2. 6% + m?.03% + n>. 03—an——(3 mz+§(3+m2—9=2

T=v2

A
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Merci. Fin de I’Application




