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1. Introduction

La cinématique des MC nous a donné les déformations et la description
de I’état de contraintes nous adonné les contraintes.

Le principe de conservation de la masse, de conservation de I’énergie,
de la quantité de mouvement sont valides pour tous les milieux
continus.

Aucune mention n’est faite a la nature du matériau avant.

Ces équations sont insuffisantes pour décrire complétement la réponse
d’un matériau spécifique due a un certain chargement.

Par expérience, sous les mémes conditions de chargement, I’acier ne se
déforme pas comme le béton, I’eau ne s’écoule pas comme I’huile...

Aussi, en fonction des conditions de chargement, le matériau peut se
déformer différemment.

En nombres d’équations, il ya manque pour pouvoir résoudre un
probléme de MMC.

Les équations manquantes doivent étre fournies par les lois de
comportement ou la relation contraintes-déformations.
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Comportement d’une structure (suite)

La ligne OA, région de proportionnalité. Si on enléve le chargement, la
déformation revient sur son chemin initial. C’est la phase élastique.

Si on charge au-dela de A, la déformation prend un chemin différent que
celui du chargement. Il ya une élongation permanente OC.

En appliquant encore un chargement du point C, le comportement est
élastique de méme pente OA, mais avec une augmentation de la limite
de proportionnalité. On dit que le matériau a un travail d’écrouissage.

La figure représentée dépend de la section transversale et de la
longueur du spécimen. Pour avoir un diagramme indépendant des
variables, on trace la variation de la contrainte « o=F/A; » en fonction de
la déformation «g=Al/l ».

1 F/A,

E,: module d’élasticite = o/e

; AU
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2. Solides élastiques linéaires - loi de Hooke

Pour ce type de matériau, on a:

v La relation entre la charge appliquée et la quantité mesurant la
déformation est linéaire.

v" Le taux de I’application de la charge n’a pas d’effet.
v" Si la charge est retirée complétement, la déformation s’annule.
v Les déformations ont trés petites.

Dans ce cas, les composantes « T;; » du tenseur des contraintes sont
des fonctions linéaires et homogénes des composantes de déformation
«aij ».

Ij :C 81<1 (6'1)

Cijw est un tenseur d’ordre « 4 », appelée tenseur d’élasticité.
Pour un corps homogeéne, C;;; sont constants.
On peut montrer que pour un matériau élastique, isotrope le tenseur Cjj

est symétrique.
C =C =C =C (6.2)

ijkl jikl ijlk jilk

ijkl
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Solides élastiques linéaires — loi de Hooke (Suite)

Soient les tenseurs d’ordre « 4 » suivants:

Ajjki = 0jj Oy
Biji; = 0y 9jy (6.3)

Hijx = 0y O

N’importe quel tenseur isotropique d’ordre « 4 » peut etre exprimé par la
combinaison des 03 tenseurs. Soit

Ciji = A Ajjq + @ Bjjgy + B Hijy (6.4)

A, a et B sont des constantes.
Avec ceci, on aura (éq. 6.1):

Ij — (}\“'Aijkl + a'Bijkl + B'Hijkl )'Skl
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Solides élastiques linéaires — loi de Hooke (Suite)
Or: _ _ _
Aijkl 'gkl o 81j8k1'8k1 T 6ij'8kk o 61j .C
Bijkl '8k1 — 81k8j1 '8k1 — 8ij

Hijkl '8kl — 6116jk '8k1 — 8ji =&,

)

(6.5)

Alors:

T =C, e, =\eo, + (o0 + B).E—:ij (6.6)

Ou bien

T =C,e,=Aeo, +2.ug (6.7)

T=Ael+2.e (6.8)

e: est la dilatation volumique =g,= €1+ €55F €33
A et p sont appelées les constantes de Lamé.
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Solides élastiques linéaires — loi de Hooke (Suite)

Sous la forme matricielle, on aura:

T, | [A+2u
T, A
T, B A
T.| | 0
Alors: .
T, 0
_T23 _ | O

En inversant I’équation (6.7), on aura:

g —LT.—

_2H

1

Avec Tkk=T1 1 +T22+T33.

A A0 0 0Te,
A+20 A 0 0 0 |e,
A A+2u 0 0 0 (e, (6.9)
0 0 2u 0 0|
0 0 0 2u O0]e,
0 0 0 0 2uje,
A
! 5T (6.10)
' 2u(2p+)
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Solides élastiques linéaires — loi de Hooke (Suite)

Equation qui peut s’écrire encore sous la forme:

e =—T —-——0T (6.11)

3. Interpreétation des Coefficients d’élasticite

3.1 Tenseur des contraintes purement normales.
Un tenseur est sphérique si les T;=0 sauf pour i=j.
Or pour i, T;=2.1.§; avec T;=0 on aura g;; =0.

Ainsi si le tenseur des contraintes est sphérique, le tenseur des
déformations est aussi sphérique.
T =Ae +2.pe

Dod T =ie, +2p¢g,

T, =Aie +2pe,
T =Ae +2ue,
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Interprétation des Coefficients d’élasticité (Suite)

En faisant la somme, on aura:

=(3A+2.u)e, (6.12)

Le coefficient | — (3 At 2'“) est appelé module de rigidité a la
compression 3 (Bulk modulus)

3.2 Tenseur de cisaillement simple.

Un tenseur de cisaillement simple est un tenseur qui a toutes les
composantes T;;=0 sauf lorsque (i,j) désigne une permutation des
indices du plan de glissement considéreé.

Exemple plan xix;, on a T42#0 et T,,#0.

Pour i=j, on a T = 7\"8 + 2.“.8ii
Pour i#j, on a T 2. LL. 8
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Interprétation des Coefficients d’élasticité (Suite)

ainsi T +T +T =(3A+2p)e, =0 dou g, =0

D’ou
T =2pe =0 doug =0
De méme pour Ty, et Tas.
Seul T12=2.|J.€12 #0 d’ou €12 # 0.
Si le tenseur des contraintes est un cisaillement simple, le tenseur des
déformations est aussi un tenseur de glissement simple.

3.3 Tenseur des contraintes uniaxiales.
Un tenseur est uniaxial si toutes les composantes sont nulles, sauf une
seul qui sera normale. (Ex suivant Ox,, il n’ya que T44).

D’ou: T =ie +2.pg,
or: T =T =(3A+2pu)e,
D’ou, en inversant T

o (BA+2.u)
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Interprétation des Coefficients d’élasticité (Suite)

D’ou T =ke +2.upe =\ L 2.E,
3A+2.u
En inversant, on aura:
A+
811 — 'T11
w(3.A+2.u)
De méme, on aura: B —A

822 — 833 _ ‘T11
2. (3A+2.u)

Ainsi, un tenseur de contrainte unixial ne donne pas forcément un
tenseur de déformation unixial.

3.4 Relations entre E,,v et A, .

On a vu que:

1+v 1 A
c. —T — —6 T et gij — Ij o 61Tkk
"~ E ' E 20 2u(2u+2)

Par identification

© Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



Interprétation des Coefficients d’élasticité (Suite)

Par identification

1+v 1 \Y A
E, 2 E 2un(3A+2p)
Ou bien
= E ot v.E
2(1+v) (1+v)1-2.v) (6.13)
B u(3n+2p) oy M
' A+ 2(% + u)

Les constantes de Lamé, le module de Young, le module de cisaillement,
le coefficient de Poisson et le module de rigidité a la compression sont
tous intereliés. Seulement 02 d’entre eux sont indépendants pour un

solide isotrope élastique linéaire.

Le tableau suivant resume ces différentes relations.
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Interprétation des Coefficients d’élasticité (Suite)

Conversion des constantes pour un matériau élastique isotrope.

Ey, 4
1 vEy 2uv U(Ey—2u) 3kv
(14+v)(1-2v) 1-2v 3u—Ey 1+v
p Ey P P 3k(1-2v)
2(1+v) 2(1+v)
2 E 2u(1+v) KEy
A+ Y o LR BBy k
3 3(1-2v) 3(1-2) 3(3u—Ey)
u(3A+2u) Ey 2u(1+v) Ey 3k(1-2v)
A+u
A E
2(A+u) v v 2_#):—1 v
Jﬁ ;
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4. Relation entre tenseurs déeviatoriques de
contrainte et de deformation

On a
T=Ae +2.pe

Or chaque tenseur peut étre décomposé en:

T=T+T et e=¢ +¢

oou: T=2[(e, ), +(e,), ]+ 2.nf(e). +(e),
T+T = [k.(ekk ) + 2.;4.(8)5 ] + 2.u.[(8)D]

Or, un tenseur sphérique de contraintes donne un tenseur sphérique de
déformation. D’ou

T = [X.(akk ) + Z.M.(s)s]

Par identification, on aura:
D — 2“[( )D]

(6.14)
(€)= T, =2V,
21 E

E © Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



5. Equations d’éelasticite en déeplacements.
Equation de Lamé Clapeyron.

C’est une méthode de résolution directe valable principalement pour les
problémes de type I. On résoud le probléme isostatique en termes de
déplacements. Il est donc utile de faire appel a des équations ne faisant
intervenir que les déplacements.

Les équations de Lamé Clapeyron sont obtenues par exprimer les équations
d’équilibre en déplacements, en faisant intervenir les équations de
compatibilité et de Hooke.

On a: ltau auj 1
€ =— -t :—( i.+u‘i)
Taolex ex ) 20

ot T.=Ao,.e+2.ue =10 e+ p,t(ui’j + uj,i)

@Tij s oe ou 52uj — 7\-6ij-e,j + M(ui,jj + uj,ij)

D’ou =

S.—+u +
OX. " O0X OX 0X, OX.0X,
(6.15)
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Equations d’élasticité en déplacements. Equation de Lamé Clapeyron. (Suite)

Or on a:

oe 5
ox. ' 0K,

o'u 0 ou _ 0Oe

J

OX 0X, - Ox, | OX, _('3—Xi

Donc I’équation d’équilibre (3.26)

aT .
ax] +,DB = pPa; ]1] ] + f pai le(T) + fv — pa
devient
62"' = po B+ +u ) 4 62”" (6.16)
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Equations d’élasticité en déplacements. Equation de Lamé Clapeyron. (Suite)

Pour i=1, 2 et 3, on aura:

po~——poBl+(l+#) >+ 5| W
at axl ax2 0x3
(.2 2 2 )
8°uy 3 9 9
po—“—p032+(1+:“)'““+/‘ >t 5+ 5w
ot \axl ax3 ax3}
2 [ .2 2 2 )
d"u3 P
Po > -pOB3+(,1+/1)———+,u 2+ > > | 43
ox] O0x3 dx3
ou; ou ou ou
avec e = I _ 1 + 2 + 3 = dive

ox i ax 1 BX2 ax 3

Finalement, en forme invariant, on a les équations de Lamé Clapeyron

Po _a_u =p,B + (A + u)Ve + u divVu (6.17)
o’
. ou,
Ou blen pO - = (}\J + u)‘u_],lj + “'ui,jj + fvi (6.18)
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6. Equations d’éelasticite en déplacements.

Coordonnées Cylindriques.

La loi de Hooke en coordonnées cylindriques sera:

et

avec

ou,

T,=2Ae +2u >
_ 13y
ng—le+2p(ﬁa-+ r)

d
T,z=).e+2;4%‘f-

B 10u, Odug ug
To=n (r36+ ar r

(dug 10u,
Toz=#\az t 90| =T

T = (au,+8uz
v~z " ar

= Trz

du YU 1(0ug ou,
==Ly
W r(39)+az

(6.19)

(6.20)
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Coordonnées Cylindriques.

Les équations de Navier en coordonnées cylindriques seront:

2 [ 2 2 2
o"u, de ou, 10u, ou, 10u, ?2dug u,
Po 3 =PoBr+ (A +u)_=+u + - -
o o or ot rFae* a2 ror 2 60 r?
2 [ .2 2 2
d Uy (A + u)oe dug 10Uy dug 10ug 2 du, ug
Po— =PoBg+ +u + + + —
0 812 () r o6 arz 72 692 azz r or 72 06 y e
2 [ .2 2 2
Po—3 =P0B A ruytu |ttt
ot Z ar”  r- a6 dz (6.21)
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7. Equations d’elasticite en déplacements.

Coordonnées Sphériques.

La loi de Hooke en coordonnées sphériques sera:

ou,
T, —le+2;l—a—

_ (1au9 u,
Tog =Ae +2u \—r—a?'+—

( ou ug coté
_ _1 dugp 6 ]
TM’ Ae + 2 \rsm6’5¢ S r

/

1au, aug ug (6.22)
To=ul\ra0% % ~ 7

et (1 Oug ugpcotd 1dug
T%_#\rsin03¢ ;Y00

(1 Ou, Odup Uy
Tor=t\ineoe * o ~ r)

avec _du 2w, 1(dug 1 Oug ugcotd 6.23
=ty T (79_)+rsm03¢ r (6.23)

r r

~
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Coordonnées Sphériques.

Les équations de Navier en coordonnées sphériques seront:

Po %‘2" =pPo B+ (4 +#)%€'+/4 [36; [:—zéq;(rzur)]
Po P po Byt 1%+ [;12—(;’; (rzaa—”r")

S e B & kTR
s e

2
1 duy 2 Oy 4 2c0t0 dug

10 1 o .
- . (u sme)) + + ]
rzaO (51“966\ ¢ 2sin’0 6¢2 r2sind P r2sinf P
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8. Equations d’éelasticité en contraintes.
Equations de Beltrami-Michell.

C’est une méthode de résolution directe valable surtout pour les problémes
de type Il. Il est indiqué de faire appel a des équations ne faisant intervenir
que les composantes T;; du tenseur de contraintes.

Les équations de mouvement sont généralement insuffisantes. Une fois les
contraintes connues, il faut que ¢a donne des déformations par le biais des
équations de Hooke et que ces déformations puissent donner des
déplacements par compatibilité.

Dans ce cas, il faut exprimer la combinaison des 03 types d’équations en
contraintes.

Vi+ 0+ V[t 5 +(f +f )= Ja 5 +(a +a )
Cl+v Y 1y S -v S0
(6.25)

Avec: 6=T1 1 +T22+T33

Si les forces de volume sont constantes ou négligées, et qu’on est en état
statique I’équation devient

VT +—€) =0 (6.26)
l+v °
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Equations d’élasticité en contraintes. (Suite)
Démonstration
On a:

En considérant, I’équation de compatibilité, on a:
Ciin T &xij = Cikit T €Lk
La 1¢re s’écrira —
11 22 + 822 11 2‘812,12

En remplacgant, on aura:

(1+v)|T +T, |-v(0, +6_)=2(1+V)T (6.27)

12,12

Il faut calculer T,;4, & partir des équations d’équilibre.

T +f =pa

1]
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Equations d’élasticité en contraintes. (Suite)
Démonstration

On dérive la 1¢r¢ % a x4, la 2¢™e % a x, et la 3¢™me % a x3, on aura:

T +T,,+T, . +f =pa, (i)

11,11 12,12 13,13

12,12 22,22 23,23

T,,+T,,+T, , +tf,  =pa, (i)
T, .,+T, . +T, +f  =pa,, (iii)

13,13 23,23 33,33

En faisant (i) + (ii) - (iii) on aura:

2 le 12 (po'al,l +po'a2,2 _po‘ ) |.T1111 +T22 ,22 33 33J
o (fvl,l + fvz,z o fv3,3)

En remplacant dans (6.27), on aura:
(1+v)Ve-0 , -VT, |-v|[vo-6_|=
(1 + V)(po'al,l + po'az,z o po'as,s )_ (1 + V)(fvl,l + fvz,z o fv3,3)
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Equations d’élasticité en contraintes. (Suite)
Démonstration

De facon similaire pour les 02 autres équations, on aura:
(1+v)V6-0, -VT, |-v[Vo-0, |=
(1+ v)(— p,a, +tp,a,,+p,a,, )— (1+ v)(— f  +f,, + fm)
(1+v)Vve—-6,-VT, ]-v[ve-6_]|=
(1+v)(p,a, —p,a,,+p,a,,)- 1+, ~f,, +f, )

En faisant la somme des 03 équations, on aura:: (6.29)
VO = G i Vj[(po.al,1 +p,a,, + po.am)— (va1 +1f,, +1,, )]
En remplacant dans (6.28) et (6.29) on aura: (6.30)
VIi+ 0+ Y Jf 5+ +f )= [a 5 +(a +a )

l+v * 1-v l-v
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9. Applications.

9.1 Extension simple

On considére une barre cylindrique de section transversale quelconque
soumise a une traction normale « o » uniformément distribuée sur les faces
extrémes. Sa surface latérale n’est pas chargée (forces de surface et de
volume).

X2

Par expérience, la distribution des contraintes est la meme quelque soit la
section choisie suivant « x4 ».

Sachant que sur les faces x1=0 et x4=I, les conditions aux limites sont: T,=
o, T,4=T31=0 et sur les plans x,=a, T1,=T2,=T3,=0, la distribution la plus
probable le long de la barre sera:

Thw=0, Tp=Tp=Tp=T3=Tx3=0
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Applications. (Suite) Extension simple

On doit montrer que:
i) Les équations d’équilibre sont satisfaites
ii) Toutes les conditions aux limites sont satisfaites

iii) Il existe un champ de déplacement qui correspond au champ de
contraintes supposé.

i) Toutes les composantes de contraintes sont constantes et les forces de
volume sont négligées, d’ou les équations d’équilibre sont satisfaites.

ii) Les conditions aux limites sur
La surface latérale n = Oe; + ngey + n3e;

Et t = Tn = ny(Te,) + n3(Te3) = ny(0) + n3(0) =0

La condition de non chargement de la surface latérale est vérifiée.
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Applications. (Suite) Extension simple
D’apreés la loi de Hooke, on a:

1 ag

1 o
Ezz='§,[722—v(733+ )= —VE_y

1 0]
E33 = E—},[T33 —v(Tn+Ty)l=-v Ey

Ep=Ep=Exn=>0

Les composantes de déformation sont constantes, d’ou les équations de
compatibilité sont vérifiées.

Par intégration, le champ de déplacement sera:

o o o
up = (Zf;) Xy, U= —(VE_Y) Xy, Uz= —(VE;) X3
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Applications. (Suite)

9.2 Flexion pure d’une poutre

On considére une barre cylindrique de section transversale quelconque en
flexion simple ou pure.

vand > M

! {

On cherche un état de contrainte qui correspond a une surface latérale non
soumise a la traction et une certaine distribution de traction normale sur les

faces extrémités qui seront statiquement équivalents aux couples de flexion
MR=M262+M333 et ML='MR-

En s’appuyant sur le cas de I'’extension simple, on peut supposer que seule
T44 est différent de zéro et qu’elle est fonction de « x4 ».
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Applications. (Suite) Flexion pure d’une poutre

Pour satisfaire I’équilibre, on a:

L= D’oll Ty =Ty (x2,x3).

Par la loi de Hooke, on aura les déformations

1 4
En=%-Tn, En=Eyp=-¢
Y

EY Tll’

Eyp=Ep3=Ex=0

Il faut vérifier les équations de compatibilité (les contraintes ont été
supposées)

2 2 2
a°Tyy =0 3"Tyy =0 a"Tyy
ax3 C g ' dxzdxp

=(

Ces équations sont vérifiées uniquement pour

Th=a+px+yx;
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Applications. (Suite) Flexion pure d’une poutre

Vérifions les conditions aux limites.
Sur la surface latérale pas de chargement.
Sur la face « x4=I », on aura:

t= Te1 = Tn €

Qui donnera le systéme de force résultant suivant
Ri=[Thdda=afad+B [xd4 +y [x3dd =aA
Ry=R3=0
M; =0
My=[x3Tydd=a [x3d4 +B [xyxyda +y [5da
=BIpn+vyiy
My = —fszlldA = —afxsz —ﬂfxzsz —yfx2x3dA
==p I3~y
Avec « A » section transversale et |5, I3; et |,3 sont des moments d’inertie.

Sur la face « x4=0 », on aura un systeme de force opposé.
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Applications. (Suite) Flexion pure d’une poutre

Par conditions aux limites, il n’ya pas de charge axiale aux extrémités, d’ou:
R4=0, ce qui donne a=0.

De plus, on suppose que les axes X, et x3 coincident avec les axes
principaux, d’ou I,3=0. Dans ce cas, on aura:

M M

=—— et y=—
BI YI

33 22

Ainsi, la distribution de la contrainte pour la barre cylindrique sera:

M, My
T“ = 7—‘.1”3 - I—-’X2
22 33

Et les autres T;=0.

Supposons que M;=0 (simplicité) et considérons les déformations.

E M, . £ v M,

= —— Xa, Sy = = — x
11 122 EY 3 22 33 122 EY 3
Ep=Epn=Ep=0
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Applications. (Suite) Flexion pure d’une poutre

Puisque les déformations vérifient les équations de compatibilité, on peut
les intégrer pour trouver les déplacements:

M,
uy = X1X3 —Q3Xy + QX3 + Ay
Eyl
M,
U = —v X2 X3 +a3x1 - a1 x3 + as
Eylyn
M, 5 2 2
Uz = =3 [x1 —v (7 —x3)] —arx1 + @1 X3 + Qg
2Ey Iy

Les « ai » sont des constantes d’intégration obtenues par les conditions aux
limites sur le déplacement.
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Applications. (Suite)

9.3 Torsion d’un cylindre a section circulaire

On considére une cylindre a section circulaire de rayon « a » et de longueur
« | » soumis a des moments de torsion aux extrémités.

Par symétrie du probléme, le mouvement de chaque plan de section
transversale est une rotation de corps rigide autour de I’axe « x4 ».
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Applications. (Suite) Torsion d’un cylindre a section circulaire

Si on considére « 0 » un angle de rotation petit, le champ de déplacement
associé sera:

u=(fe)) Xr= (Oeq)X(xieq + Xp€y + xqe3 ) = 0 (x5 ey —x3€)

Ou bien:
ur=0, up= —0x3 wuz= 0xy

Avec: 0= 0(x4)

En intégrant le vecteur déplacement, on obtient les déformations:

1 36
Eyp=Eyn = ~5%3 ax,
| )
En=En=3x5"
Et les contraintes seront:
30
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Applications. (Suite) Torsion d’un cylindre a section circulaire

Avec cette distribution de contraintes, il reste a vérifier les équations

d’équilibre. Soit (en négligeant les forces de volume)

Qui donne:

Par intégration, on a:

—yx3 — = ()

a9 = 0 ' = constant.
dxl
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Applications. (Suite) Torsion d’un cylindre a section circulaire

Vérifions maintenant les conditions aux limites.

Sur la surface latérale, on aura le vecteur normal:
n = (1/a)(x,e; + x3e3). n

Donc sur la surface latérale, on aura:

\ a

1 0 Ty, Ty3] |0 1 xy Tz + x3 T3 X, \’LO
g=Mm=2Tx 0 0|[nf=1] o0
T31 0 0 X3 0

En remplacant les composantes de contraintes trouvées, on aura:
t=%(—x2x36 "+ x3x360")e; =0

Résultat vrai, puisqu’il n’ya que des moments de torsion, pas de force de
traction aux extrémités.
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Applications. (Suite) Torsion d’un cylindre a section circulaire

Sur la face « x1=I », on aura le vecteur normal X
!
ln=e
: T
D’OI:I 1= Tel = Tzlez + T31e3
T31 a
. .. . . d
La distribution de la traction de surface sur X

I’extrémité donne:
Ri=[Tyaa=0
Ry=[Tydd=-u6' [x3d4=0
Ry=[T3dAd=p6" [x,d4=0
M= [(T3 —x3Toy YA =p 6" [ (5 +x3)dd =61,
My=M3=0
Avec |,=1.a%/2 le moment d’inertie polaire.

De plus, Jx; dA = Jxsda =0 puisque la surface est symétrique % aux axes.
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10. Problemes plans.

10.1 Déformation plane

Un corps est en déformation plane si la composante de déplacement axiale
est nulle et les autres composantes de déplacement ne dépendent pas de la

coordonnée axiale. Soit par exemple:

Uy =uy(xy,x2), up=ux(xy,x2), u3=0 (6.31)
Les déformations correspondantes seront:
 Ouy _ Oup 1 [9uy | oxp
En = axy’ En= axy Erz= 2 [axz * axy (6.32)

E3=Ep=En=>0

Et les contraintes non nulles seront: T,4, T1,, T2, et T3; avec;
T3 =v(Tyy + Typ) (6.33)

Si on néglige les forces de volume, les équations d’équilibre seront:

— i
axl 612
ﬁle aTzz
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Problemes plans. (suite) Déformation plane

On peut facilement vérifier que pour n’importe quelle fonction scalaire « @ »,
la solution du systéme est du type:

2 2 2
d "¢ d
=%, Tp=-—t— Tp=°-%L
1 a2 2= " A, (2 ol (6.34)

Mais les contraintes obtenues par cette solution doivent donner des
déformations qui vérifieront les équations de compatibilité.

Dans ce cas la loi de Hooke nous donne:

62
Eyy = [(1 =2 )T = v (1 +v)Tp] = —[(1 - )J-’- v(1+v) 28
Ey Ey <

2 oxj

6
Ey=7-[(1 =¥ )T —v (1 +¥)Tyy ] =7 [(1—v )L v(1+v>—ﬂ1
EY x, BXZ

e (6.35)

. 1 1
Eqp= E;»(l +V)le=—“5, (1 +V)ax16x2

E3=Ep=Ex=0
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Problemes plans. (suite) Déformation plane

En remplacant dans la seule équation de compatibilité:

Ey, 8°Ey _ 0°Er
+ —_— ——

ax% ax% axl 812
On aura:
4 4 4
M...z aw +aQ=() (6.36)
4 2 4
ax1 axl GX2 8X2

®(Xx4,X;) est appelée fonction de contraintes d’Airy.

Rem: Si la force de volume existe, il suffit juste d’ajouter une solution
particuliére a la solution (6.34).
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Problemes plans. (Suite)

10.2 Contrainte plane

Dans ce cas, les contraintes T; sont indépendantes de x3 (par exemple) et on
a:

T13 — T23 — T33 — 0
On en déduit que les déformations seront:

E,=E,=0 et E ,(A+2u)+M(E, +E,)=0 (6.37)

Toutes les composantes de déformation Eij sont indépendantes de x3 mais
le champ de déplacement n’est pas en général un champ plan.

Le probleme de contrainte plane revient a résoudre la méme équation

biharmonique que celle de la déformation plane pour déterminer la
distribution des contraintes.
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11. Solides élastiques anisotropiques Linéaires.

11.1 Plan de symétrie du matériau.

On suppose S, le plan dont la normale est dans la direction de e4. La
transformation:

e’ = —e;, € =e, e =e (6.38)

Décrit une réflexion par rapport au plan S;.

On peut écrire cette transformation sous la forme

e/ = Qe (6.39)

[Q] =[Q] = (6.40)

oo -
Q= O
-0 O

Si les relations constitutives d’un matériau, écrites dans la base {e;}, restent

les mémes sous la transformation [Q,], le plan S; est un plan de symétrie du
matériau.
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Solides élastiques anisotropiques Linéaires. (suite) Plan de symétrie du matériau.

Pour un matériau élastique linéaire, on doit avoir:

Cijkl — C;jkl (6'41)
Avec:
Ti=Cin By et Tii' = Cijxg Ext

Lorsqu’on transforme e/ = Qe;
Et (éq 2.37, chapitre 2) [T} = [Q)'[T][Q] et [T)=[Q)T)[Q)  (6.42)

Avec ces transformations on peut réduire le nombre de parameétres
indépendants.
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Solides élastiques anisotropiques Linéaires. (Suite)

11.2 Solides élastiques linéaires anisotropiques monocliniques.

Si un matériau élastique linéaire a un seul plan de symétrie, on I’appelle un
matériau monoclinique.

Pour ce type de matériau, il existe 13 coefficients d’élasticité indépendants.

Supposons e; normale au plan de symétrie du matériau S,. Alors on par
définition:

e;'=—e, €' =e), e3 =e;
Et: C _Cukl
-1 00 _ _ N
Avec: Ql=[Q]=| 010 On=-1,00n=03=1
0 01

Les autres Q;; sont nulles

Et (chapitre 2)

Ukl leQnJQersl mnrs (6.43)
oo 1Jk1 leanQersl mnrs (6.44)
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Solides élastiques anisotropiques Linéaires. (Suite) anisotropiques monocliniques

Alors:

Ci112 = 011 011 011 022 C1112+040... = (=1)(-1)(—1)(+1) C1112 = =Cy112

D’ou:
Ci12=0

De méme, on peut monter que:

C1112=C1113=C1222=C1223=C1233=C1322=C1323=C1333 = 0

Il ne reste finalement que 13 coefficients. Les relations seront:

T =CunEn + Cunkn + Crizz £33+ 2C113 £y

Ty = CrnEn + Cox Exn + Cop33 Ezz + 2003 En

T33 = Cn33 E1n + Coxzz Exp + Ca333 E33 + 20333 £3. e
T3 =Cnz En1 + Coa3 Exp + C333 E33 + 2Co33 B
T3 = 2C1213 E12 + 2C1313 B3
T2 =2Cp12 B2 + 2C1213 E3
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Solides élastiques anisotropiques Linéaires. (Suite) anisotropiques monocliniques

Ou bien: " . 1 r
T Cun Cnz2 Cizz Gz 0 0 Eq
Ty Ci2z Coo22 Co233 Co23 0 0 Ex
T33| _ |C133 €233 C3333 C333 0 0 Ezs (6.46)
Ty Ciizz C223 €333 C33 0 0 2E5
T3 0 0 0 0 Ci313 Cio13 | |2E3
T2 0 0 0 0 CuszConp J ?-EIZJ

En notation condensée, on peut écrire la matrice suivante:

€11 C2C13Ci4 0 0 ]
CaCnCpCy 0 0O
Ci3CxnnCy3Cyy 0 0
Cig C24 C34C44 0 O (6.47)
0 0 0 0 CssCs
0 0 0 0 Cg Ce

[C]=

—

[C] doit étre une matrice positive définie i.e. tous les éléments diagonaux
positifs, le déterminant de C positif et la matrice inverse S=C-1 existe et aussi

symétrique positif définie.
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Solides élastiques anisotropiques Linéaires. (Suite)

11.3 Solides élastiques linéaires orthotropiques.

Si un matériau élastique linéaire a 02 plans de symétrie mutuellement
perpendiculaires, plan S; avec une normale unitaire e, et plan S, avec une
normale e, (le 3¢me plan S; de normale e; est aussi plan de symétrie), on
’appelle un matériau orthotropique.

Dans ce cas, pour les solides, les coefficients C;; doivent rester invariants
par rapport aux 02 transformations données par:

e;'=—e, €' =e), e3 =e; ot e]' =€, € = —e), €3 =e3 (6.48)
Le cas de la 1¢r¢ symétrie on I’a traité et on a définit les coefficients du

systéme (6.46).

Donc en plus, due a la 2¢me symétrie on aura:
Cri3 = C03 = C333 = C1p13 =0 (6.49)

Il nous reste finalement que 09 coefficients.
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Solides élastiques anisotropiques Linéaires. (Suite) orthotropiques

Les relations pour un matériau élastique orthotrope sont:
Tin=CunEn + CunExn + Crizz £33
T =CunEn+ ConExn + Cpiz3Exy
I33=Cusz Eu + Cp33 Exp + G333 £33, (6.50)
T12=2C12Er2
T3 = 2C313 B3
T3 =2Cx323Ex3

Ou bien en forme condensée

Cn C12C3 0 0
Ci Cp Cyy 0 0
Ci3C;3Cy3 0 O
0 0 0 Cay O
0 0 0 0 Css
0 0 0 0 0 Cg
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Solides élastiques anisotropiques Linéaires. (Suite)

11.3 Matériaux élastiques linéaires transversalement isotropiques.

S’il existe un plan (ex S;) de fagon a ce que chaque plan perpendiculaire a S;
est un plan de symétrie du matériau, alors le matériau est appelé matériau
transversalement isotropique.

Le plan S; est appelé plan d’isotropie et sa direction normale e; est I’axe
d’isotropie transversale.

Un matériau transversalement isotropique est aussi orthotropique.

Supposons Sg un plan de normale e’y paralléle au plan S; et faisant un angle
«B » avec ’axe e, appartenant au plan Ss.

Alors, pour chaque valeur de «@ », le plan Sg est par définition un plan de
symétrie.
e;’ = cosf ey + sinfe,

02’ = —Siﬂﬂ e + cosﬂ02

Alors on :

(6.52)
ey =e3
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Solides élastiques anisotropiques Linéaires. (Suite) transversalement isotropiques

Avec cette transformation.

cosp —sinf 0]
Q=|sinf cosp 0 (6.53)
0 0 1
On doit avoir:
C1113= C1223 = C1322= C1a3 = 0 (i)
e Cii1n = Cirmr= Cip33= Cyaz= 0 (ii)
1112 = Cr222= C1233= Cp323

Les 1¢re relations sont automatiquement vérifiées, tandis que les 2¢me
conduisent a des relations supplémentaires.

Prenons le cas C’43,3=0, alors

le’523 =0n Q12C1313 + (21 022C323=0 ou ¢Cospsinp (C1313 = Ca3p3) =0

Conduisant a C1313=Cx3
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Solides élastiques anisotropiques Linéaires. (Suite) transversalement isotropiques

De méme pour les autres coefficients. On obtient finalement 05 coefficients
indépendants et les relations finales seront:

— -

Tzl | 0
T3, 0
T2 0
Ou bien
[Cl]=

T Cimn1 €22 Gz O 0
Ty C1122 C1111 Cr133 O 0
T33 C1133 C1133 C3333 0 0

0 0 Ci313 O
0 0 0 Cup
0 0 0 0

-

CiiCpC3 0 0
C2Ci1Ci3 0 0
C3Ci3Cx3 0 0
0 0 0 Cyq4 O
0 0 0 0 Ca

0 0 0 0 0 (172)(C;1—Crp

(172)(C1111—C1122)

= e i e N e |

0

oo O O

0

-l

-

[ Eq

E33

(6.55)
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12. Resume des dirferentes constantes
d’ingenieur pour les differents materiaux.

12.1 Matériau élastique isotrope.

Pour ce type de matériau, la relation contrainte-déformation peut étre
inversée pour obtenir (02 parameétres indépendants):

[ 1 v v
E E E 0 0 0
v 1 v -
En| | % 000 Lt
Ey v v 1 T
Ex | _ EEE Y00 |iny,
2Ex1 1o 0 o Loo || (6.56)
2E3; G 1 T3
2F 1 T
12_] 0O o0 0 0 G 0 ] 12‘
1
0O O o0 00 G
Avec
E
- 57
G 2(1 +v) (65 )
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Résumé des constantes d’ingénieur (suite) élastique isotrope

La matrice étant définie positive, alors les termes de la diagonale sont
positifs. D’ou:

E>0, G>0
g (6.58)
det - - =l(1—v2)>0.i.e., Vi<l .
v 11 g
E E
et
(1 v v
E E E
v 1 v 1. 53 a2 1. 2
det E E E —E3(1 v — ) Es(l )1 +v)">0 (6.59)
vy v 1
E E E
i.e. 1
2
Alors:
—1<v<% (6.60)
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Résumé des constantes d’ingénieur (suite).

12.2 Matériau élastique transversalement isotrope.

Pour ce type de matériau, la relation contrainte-déformation peut étre

inversée pour obtenir (05 parameétres indépendants):

Avec

1
E,
'
E,
Y13

E
0

0

v
E, E
1 V3]
E, E; 0
iz 1
-—= — 0
E, Ej

1
0 0 Gia
0 0 0
0 0 0
Grp= —t
127201 +vy)

T (6.61)

(6.62)
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112)

Résumeé des constantes d’ingénieur (suite). élastique transversalement isotrope

Et, comme définition.

E;: module de Young dans la direction e; (la direction de I’axe de I'isotropie
transversale).

v3;: le coefficient de Poisson pour la déformation transversale dans la
direction x; ou x, quand il ya une traction/compression suivant x;.

E,: module de Young dans les directions e, et e, (i.e. plan de symétrie).

v,:: le coefficient de Poisson pour la déformation transversale dans la
direction x, quand il ya traction/compression suivant x, ou bien déformation
transversale suivant x1 qd traction/compression suivant x, (i.e. Poisson
dans le plan d’isotropie, v,;= v;,.

vi3: Coefficient de Poisson pour la déformation transversale suivant e; (I’axe
de 'isotropie transversale) quad il ya traction/compression dans une
direction du plan d’isotropie.

G42: module de cisaillement dans le plan d’isotropie transversale.

G,3: module de cisaillement dans des plans perpendiculaires au plan
d’isotropie transversale.
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Résumé des constantes d’ingénieur (suite). élastique transversalement isotrope

Puisque la matrice est symétrique, on aura:

Et puisque la matrice est définie positive, on doit avoir:

Et

i.e.

det

i
Eq

V13

Eq

Y13 _ V3
E ", (6.63)
E, >0, E3 >0, Gy >0, G13>0
1 _a (6.64)
get| B1 B -La-v3)>0
a1 g2
B B
—1<v%1<1
] [ v (6.65)
E3 _ El E3 _ 1 2 El
i =det —1}}1 —]— = EIE3 (1 - V31E3) >0
E; Ey Ej3
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Résumé des constantes d’ingénieur (suite). élastique transversalement isotrope

D’ou

> Ej

V31 <E— or vyv3<l (6.64)
1

De plus, il faut:

(1 _va v
E, E5 Es
V1 1 V31 1 2 E{) » 2
1E£3 :
Mo v 1 (6.65)
E, E; E
i ! (B,
=[1 -2 E; V%l —”21](1 +vy1) >0
puisque 1 *+v2 >0
alors
-2 [E1] S
V3] E3 V21 Ou bien 1_21’311/13 >V21 (6.66)
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Résumeé des constantes d’ingénieur (suite).

12.3 Matériau élastique orthotropique.

Pour ce type de matériau, la relation contrainte-déformation peut étre
inversée pour obtenir (09 parameétres indépendants):

[ 1 a1 V3 ]
e MU
e e - N~ -
Ell Eq E2 E3 0 0 0 7‘ll
Ex| _| EB1 Ey Ej T3 (6.67)
2Ex; 1 T2
- 0 0 0 — 0 0
2531 GZ3 T31
2E» 1 T2
2612 0 0 0 0 -0 |1
1
0 0 0 0 0 ——
L GIZ J

Avec:
E., E; et E3: modules de Young suivant e4, e, et es.
G,3, G341 et G2t modules de cisaillement dans les plans x5x3, X41Xx3; et X1X5.

vij: le coefficients de Poisson déformation transversale en « j » qd
= traction/compression suivant « i ». © Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



Résumé des constantes d’ingénieur (suite). élastique orthotropique

Puisque la matrice est symétrique, alors:

2 _Ya Yi3_Va Va3 _Vn
E, Ey E; Ey E, E; (6.68)

Et puisqu’elle est définie positive, on aura:

E, >0, E; >0, E3 >0, Gy3 >0, G3; >0, G2 >0

(E,) (E )
2 2 2 1
V21 < E— N 712 < E_
1 2
\ \ (6.69)
> (Es) >  [Ep)
V32 < E . ‘V23 < ’E—'
\ “) 3
(E,) (E
2 i 2 3
via <|—=|: vy <|=
13 E_;} 31 \El
Et
1 = vV —v3v3p = V31 V13 — 2V V3 Vi3 >0 (6.70)
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Résumé des constantes d’ingénieur (suite).

12.3 Matériau élastique monoclinique.

Pour ce type de matériau, la relation contrainte-déformation peut étre
inversée pour obtenir (13 parameétres indépendants):

[ v v ]
1 Ya Vi la 0 0
El Ez E3 Gy
Y12 1 V32 742
e 1 e o e 0 0 | [ ]
Ell El EZ E3 G4 T]]
Exn Y3 Y3 1 743 0 0 >
Eyz|_| E1 Ey E3 Gy T33 (6.71)
2E,3 Mma M4 M 1 o | |T2 '
2E3 E\ E; E3 G4 T3
2E4» 1 Hes T,
“E12 0 0 0 0 G| lH
H“s6 1
L 0 0 0 0 Gs Gq

Due a la matrice de la matrice, on a:

Y2 _Yaa Vi3 _ Va1 Y23 V3
E, E,’ E E' E E3

(6.72)
M4 _ 7141 M4 _7Ma2 N34 743 Hse _ Hes

—_— = —

E, Gy E, Gy Ey Gy Gs Gg

© Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



Résumeé des constantes d’ingénieur (suite). élastique monoclinique

Avec:
E,, E, et E;: modules de Young suivant e4, e, et es.

vij: le coefficients de Poisson déformation transversale en « j » qd
traction/compression suivant « i ».

Gg: module de cisaillement dans le plan xqx..
Gs: module de cisaillement dans le plan x;xs.
G,: module de cisaillement dans le plan x,xs.

n: coefficient représentant la déformation de cisaillement (ex plan x,x3) due a
des contraintes normales dans les autres directions (x; ou Xx5,).

p: coefficient représentant la déformation de cisaillement (ex plan x4x3) due a
des contraintes de cisaillement dans un autre plan (ex: x;x5).
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Merci. Fin du chapitre 6
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