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1. Sollicitations appliquées au M.C

On peut distinguer 02 catégories
1.1 sollicitations appliquées sur la frontiere

s Appelées forces de surface (E) : forces réparties par unité de surface
qui s’appliquent sur tout ou partie de la surface extérieure du milieu.

“* Elle a un module constant ou variable. Ex: la pression d’un liquide.

“ Il peut arriver que sur une surface dS, trés petite s’applique une force
= [f.dS

de valeur finie. C’est la force concentrée

1.2 sollicitations appliquées au volume
s Appelées forces de volume 1E) : appliquées en tout point du
volume « dv » occupé par le milieu.

% Ces forces sont réparties par unité de volume. Exemple: la F _ J‘de
pesanteur, les forces d’accélération..

“* De méme on peut parler de force concentrée
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2. Vecteur Contrainte

Principe de la coupe.
2.1 Forces internes. Action-réaction

% Si on considére un milieu de section constante et on lui applique une
coupe glq pour le diviser en 02 parties « A » et « B ».

=) (=
w ) A )t Y =

L’action de « A » sur « B » est notée F(A/B)
L’action de « B » sur « A » est notée F(B/A)
Alors:

F(A/B) = - F(B/A)

La résultante des forces internes est toujours nulle.
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Vecteur Contrainte (suite)

Principe de la coupe.
2.2 Forces internes. Répartition homogeéne

“* Le milieu est divisé en 02 parties et I’effort interne est supposé
uniforme

Le vecteur « T » représente la résultante des efforts internes.
On peut I'exprimer par unité de surface. C’est une contrainte

Il est indépendant du point de la surface
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Vecteur Contrainte (suite)

Principe de la coupe.
2.3 Forces internes. Répartition non homogeéne

* Le milieu est divisé en 02 parties et I'effort interne est supposé non
uniforme

t
F
———

La répartition n’étant pas homogeéne, Le vecteur contrainte dépend
du point M de la section droite.

F=|[ t(M)dS
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Vecteur Contrainte (suite)

Principe de la coupe.
2.4 Vecteur contrainte
“ Le milieu est divisé en 02 parties et I'effort interne est supposé non

uniforme

La répartition n’étant pas homogeéne, Le vecteur contrainte dépend
du point M de la section droite.

n 1

Le vecteur contrainte dépend du point M de la surface et de
I’orientation de la section de coupe définie par sa normale.

?:”SEH(M,ﬁ)ds
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Vecteur contrainte (Suite)

Dans un cas général, considérons le milieu que I’on a divisé en 02
parties (I) et (ll).

La contrainte au point « P », appartenant au plan est définie par:

. AF
th =Al/11r30 AA (3.1)

Appelée vecteur contrainte de Cauchy

Si on consideére 'action de « | » sur « ll » par principe de I’action et
de la réaction, on aura:

h= -ty (3.2)
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Vecteur contrainte (Suite)

Si « S » est une surface (au lieu d’un plan) passant par « P », alors le
vecteur contrainte de Cauchy sera défini par:

La contrainte de Cauchy au point « P », est définie par:

t=lim 28 (3.3)

AS— AS

Ou: AF: force résultante sur I’élément de surface AS
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Vecteur contrainte (Suite)

Principe de la contrainte de Cauchy

Le vecteur contrainte a n’importe quelle place et temps a une valeur
commune sur toutes les parties du matériau ayant un plan tangent
commun en « P » et du méme coté.

i.e. Si « n » est le vecteur (sortant) unitaire normal au plan tangent,
alors:

t=t(x t, n) (3.4)
Ou « t » est la variable temps

On peut montrer a partir de la 2¢™me loi de Newton que la dépendance
en « n » peut étre exprimée par:

t(x t,n) = T(x, £)n (3.5)

Ou « T » est une transformation linéaire.
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Vecteur contrainte (Suite)

Contrainte normale et tangentielle

Le vecteur contrainte peut étre décomposé en deux parties: une

normale et une tangentielle.

I/'

n, r et t sont coplanaires .y .
P Triédre local direct n, r, §

t.n=t.n Traction >0 Compression <0

t.,, =t.r Cisaillement
ts=t.s=0

t =t(M,n)n

tw =nAt(M,n)An =t(M,n)—t n

Facette de centre M
et de normale « n »

t(M,n)

Contrainte normale
1¢re Contrainte tangentielle

2¢me Contrainte tangentielle

(3.6)
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3. Tenseur des Contraintes

Le vecteur contrainte ne suffit pas a lui seul pour caractériser I’état de
contrainte en un point. Puisqu’il dépend de la normale « n », il faut donc

une autre représentation.

Xz

Considérons un tétraédre petit représentant un
point du milieu « P ».

Il est tellement petit, que le volume est presque
zéro et que sa surface inclinée passe par « P » X

Considérons la transformation: t,=Tn

Sur la face PAB (de direction —e,) , agit une
contrainte qlq t.; dont la force sera:

t_e A4

AA, est la surface (PAB). De fagon similaire sur les 02 autres faces, on aura:

t_e,Ady, t

”°3M3 et ta A4,
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Tenseur des Contraintes (Suite)

De la 2¢™e |oi de Newton, on aura:

2F = (_el(AAl)"rl_ez(Mz)+(-e3(M3)+ln(AAn) = ma (3.7)

Puisque la masse = (densité)x(volume) et le volume est proportionnel aux
dimensions (Ax4, Ax, et Ax;), qd ces dimensions tendent vers zéro, le coté

droit de I’équation s’annule.
Alors, on aura

e (Ad))+t g (Adp)+i_, (Ad3)+1(AA4,) = 0 (3.8)
Le vecteur normal « n » sur le plan ABC, s écrit:
n = nje;+nrey+nqes (3.9)
Les surfaces AA,, AA, et AA; sont les projections de AA,,, on aura:
(3.10)

AAy = nAA,, AA; =n)AA,, AA;=n3AA,
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Tenseur des Contraintes (Suite)

(3.10) dans (3.8) donne:

Lemittetlenstta=0 (3-11)

Or par principe de I’action et de la réaction:

e, = lep e, = 7, e =l (3.12)

D’ou, on aura:
ta =nl‘el+n2te2+n3tt3 (313)

(3.9) et (3.13) dans I’équation de la transformation donne

T(n ey +nyes+nses) = nyTe;+n,Tey n3Tes (3.14)

La transformation « T » définie par t,=T n; est une transformation linéaire
appelée tenseur de contrainte ou tenseur de contrainte de Cauchy.
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4. Composantes du tenseur des Contraintes

Puisque t,=T n, elle peut étre appliquée aux 03 axes de coordonnées:

te, = Tey, t,=Tey, to =Tey (3.15)

Or on sait que les composantes du tenseur sont:

Te; - T,,,,-em (316)

Alors
e, = Tnie+ 12182+ 73,03

te, = T12€1+Tney+T3peq (3.17)

e, = Ti3e1+Tze+ Thzes

T;; sont les composantes normales (traction compression) et
T (i#)) sont les composantes tangentielles (cisaillement)

Par notation Tj: «i» direction de la normale a la face
« j » direction de la contrainte
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Composantes du tenseur des Contraintes (suite)

02 contraintes tangentielles sur chaque face. On peut calculer leur

résultante. Ex. selon e

T = Th1e0+ T3¢ (3.18)

Dont la magnitude sera:
[Ty =V 7‘;1"'7‘51 (3.19)

De méme suivant e, et e;

T = leel + T32€3 et 3= Tl3e1+T23e2 (320)

Ainsi, les composantes de « t » sontreliées a « T » et « n » par

ti = Tin; ou [t] = [T][n] (3.21)
( A [ 1 M
« T » est un tenseur de second |t r,, 1T, T;||n
dre de contraintes. _
ordre ! stye=|T,, T,, T, |sn,;
ts] | Ty T;, Ty |0,
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Composantes du tenseur des Contraintes (suite)

Exemple

Dans un systéme d’axes (x1, x2, x3) la matrice d’un état de contrainte a un
certain point d’un milieu est donnée par:

2 4 3
[T]=|4 0 0| MPa
30 -1

a) Déterminer le vecteur contrainte et I'intensité de la contrainte normale
dans un plan passant par le point et // au plan x4+ 2x, + 2x3 -6=0

b) Si y ,
e’ = 3(2e1+2er+e3) et &' = 75(e1—ey)

Calculer T4,
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Composantes du tenseur des Contraintes (suite)

Solution
a) La normale du plan x4+ 2x, + 2x; -6=0 est donnée par:
n= "31"(81+282+283)

Le vecteur contrainte sera alors:

2 4

1 3111 116
[)=[T)in}=3|4 0 Off2f =314| (= X(16e,+4e,+e5) MPa
0 -1|]2 1 3

4
3
La contrainte normale sera:

t ={t, t, t}n, T,=tn= %(16+8+2) = 2.89 MPa

N,
b) Transformation dans un autre repére (voir chap 2). On a: et
1 24 3 1 7
T2 = e1°Tey = 55512, 2, 1] g g _(1) —(1) Ti2 = 375 = 1.65 MPa
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5. Réciprocité des contraintes tangentielles

Pour démontrer que le tenseur de contraintes est symétrique. Soit le plan

Déterminons le moment de toutes les forces Tos+ATss )
+AT.
autour de I’axe passant par le centre « A » 122 .
< y . - 21+A T 24
et // a x3 (force de volume négligée). - l e oA l AT
.
Axq Axq 217,2 x
Z(M4)3 = Tr1(Ax2)(Ax3) > +(T1+AT1)(Axp)(Ax3) 5 X2
‘ To
X4

Az, Axp
—T12(Axq)(Ax3) (—2—) —(T12+AT12)(Axq)(Ax3) (—2‘"]

Or les dimensions sont tres petite, leurs carrés, cubes etc seront négligées.
D’ou
Z(M4)3 = (T21—T12)Ax; AxpAxs

Par équilibre statique cette équation est nulle d’ou; Tip=Ty  (3.22)
De méme les autres équations donnent:

T3 =Ty et Ty =Ty
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6. Contraintes principales

Lorsque le vecteur contrainte est dans la direction de la contrainte
normale, les contraintes tangentielles sont nulles. Dans ce cas, les
normales des 03 plans définissent les directions principales et les valeurs
ont les contraintes principales (voir chap 2).

Soit « t » une contrainte principale, alors

t=tn dou t=tn or t=Tn,

D’ou Tij'nj =1tn; = t‘Sijnj (Tij' — t'Sij 4= 0 (3.23)

Ce systeme n’a de solutions que si le déterminent est nul.

3 2 _
On obtient alors I'équation caractéristique: *+ /14 +2A=13=0 (3.22)
Avec comme invariants:
Iy = Ty+Tp+Ts Ayant une racine « t; » de (3.22), on
. Ty Tl Ty Tal [T Txn peu_t la rempla_cer clzlans (.3.2:1), on
271\ Ty, To| |Ta1 Tia|l |T3p T3 obtiendra la direction principale
correspondante.
13 = dCt[T]
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7. Equations du mouvement (Eq. Déquilibre)

Pour un petit élément on consideére I’équilibre des forces suivant les 03

axes: L X3 t.3(Xq, Xo,X;3+dX;)
: t,1(X45 X3,X3)

Posons la force de volume B=B;e¢; X,
par unité de masse. « p » la “x dx
densité au point x; et « a »

s . . t (x4, X,,X
I’accélération de la particule. ! 1V:L

La 2¢me |oi de Newton s’écrit: 285

}+

e, (X1,x2,x3+ Ax3) —tg, (X1,%,X3)
Ax,

\r_______.___ P —

Ax, Axy

[[t,,(n+Ax1xzx3)—!.,(x1.xz,r3)

b, (x1x2+ Ay x3) — e (x 1x2.x3)) .

tn1(x1 +dx1’ x2!x3) tn3(X1, XZ,X3)

) } AtlAX2AI3+pBAx1M2AX3

(3.23)

= (pa)Ax;AxpAx;
En divisant par Ax; Ax, Ax; et aussi Ax; — 0, on aura

aceq o,

a ax2 ox 3

>+pB = pa (3.24)
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Equations du mouvement (Eq. Déquilibre) (suite)

Puisque t.=Te; = Tj;, on aura:

oT;; : aT;;
—iel +pBse; = pae; Ou bien E‘T]”“PBi = Pa; (3.25)

ax] ]

En divisant par Ax; Ax, Ax; et aussi Ax; — 0, on aura

T. +f. =pa, div(T)+1f, =pa (3.26)

1J,]

(3.26) sont appelées eq de Cauchy ou bien équations différentielles
d’equilibre. Valables pour n’importe quel point du volume.

Pour le cas statique, I’accélération s’annule et on aura:

aT;;

—L4+pB; = 0 (3.27)
J
+1,.=0 div(T)+f, =0 (3.28)

1JJ
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8. Equations du mouvement en coordonnées
cylindriques et spheriques

Coordonnées cylindriques Voir chap 2 pour la transformation de la div(T)

T, 1Ty T,—Teg 9T, Si T =
= i (T) est sym. Tp—Tp=0.
Sttt +pB, = pa, (T) y r

Tg, 19Tgg 2Ty, 3Ty, To—Tor
o Tyttt v tPBe = pag (3.29)

T, 10T, T, T,
+ —
6r+r 39+r 0z tPBy = pa;

Coordonnées sphériques Si (T) est sym. To—Tg =0:
1 a(rzTrr) 1 a(T,gSlﬂO) 1 aTr¢ Tw+ T¢¢ ( T@—T¢r=0.
2 ar Trind 0 Tmmo o 5 PB=ra

r

1 6(r3T9,) 1 9(Tpesind) 1 6T9¢_T¢¢cot0 To—Tg,

{
S or +rsin9 gt rsind 0@ P - + pBg = pag
3 :
1(or T¢r) 1 a(TwSlno) 1 3T¢¢ T3¢C0t0 T,.¢—T¢, (330)
P or im0 0 w5 TPBe=ray
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9. Conditions aux limites d’un tenseur de
contraintes

Pour un point appartenant a la surface du milieu, le
tenseur des contraintes doit équilibrer les forces de
surface. Ce sont les conditions aux limites.

Considérons un petit tétraédre coupé de la frontiére ou t
sa face inclinée coincide avec la frontiére. n

Si (T) est le tenseur des contraintes, « t » est la force de
surface et « n » la normale a la face, alors on a:

t="Thn

Par notation t=f;, alors

In; =1 (331)

fs
(3.31) appelées équations de conditions aux
limites valables pour n’importe quel point de e
la surface du milieu. X3
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10. Tenseurs sphérique et Déviatorique

Chaque tenseur peut étre décomposé en partie sphérique et déviatorique

T]=[T,]+[T; ] (3.32)
Tenseur sphérique
T 0 0 Ou T, est la contrainte normale moyenne:
T|={0 T _ 0 T+T,+T, 1
[ s] m Tm — 1 2 3 1 (333)
0O 0 T, 3 3
Tenseur Déviatorique I,-T, T, T, 334
[TD]: T, r,-T1, I, (3:34)
T;, L, T;-T,
Rem:

La trace du déviatorique est nulle.
[T] et [Tp] ont les mémes directions principales
Les valeurs propres de [Tp] sont définies par Tp=T;-T,,
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11. Représentation des contraintes

11.1 Contrainte de cisaillement maximale.

Soient e4, e, et e; les directions principales et T,, T, et T; les contraintes
principales. Si n=n,e{+n,e,+n;e; est la normale au plan, les
composantes du vecteur contrainte sur le plan seront:

—11- 71 0 O Fn 1- rI‘IITI-
=10 Ty 0||nyf = |nyT5 (3.35)
{3 0 0 T5{|n3 n3T3

t =nTie1+nTrer+n3T3e3

La contrainte normale sera:

T,=nt= n%Tl +n%T2+n%T3 (3.36)
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Représentation des contraintes (Suite) Contrainte de cisaillement maximale.

T est la résultante de T,, et T (Ts: la contrainte de cisaillement totale sur
le plan), on aura

o121t don T2 -T2 @3N

2 2 2.2
T? = Tini+Tons+ Tons—(Tyni+ Tons+ Tan3)”  (3.38)

Pour des valeurs connues de T, T, et T3, on remarque que T¢(n4,nz,Nn3)
Tg = fnynpns) (3.39)

On peut donc déterminer les valeurs maximales de « f » tout en sachant
que:
n%+n%+n% =1

Il faut dériver.
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Représentation des contraintes (Suite) Contrainte de cisaillement maximale.

La dérivée totale de la fonction sera:

2 T TF  oT:
d(Ty) = ——dn1+an2dn2+ an3dn3 = () (3.40)
Soit
372 672 =0 et 27_3 = ()
anl ’ a)‘lz ’ on3

En remplacant I’expression de « T », on aura:
on, |12 =2(T,n* + T,n2 + Tyn? )T, |= 0
o0, |17 = 2(T;n? + Tynk + Tyn? )T, |= 0 2.1

2n, |12 =2(T,n* + T,n2 + Tyn2 )T, |= 0 |

2+n3+n3=1 on aura 06 solutions:

Sachant que »
(110’0)v (0,1,0), (0;0,1)
1 1 1 1 1 1
(Vf’ 755 O), (75, 0, _"_'73), (O, 72 tW)

© Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



Représentation des contraintes (Suite) Contrainte de cisaillement maximale.

Les 03 premiéres solutions donnent « T,=0 » valeur minimale. Ce sont
les plans principaux.

Les 03 derniéres valeurs donnent dans valeurs maximales de « T ».

2
T,—T:
Pour n=;712-e1:;,-12—e2, TSZ=( 1 2 2
2
T1—-T
Pour n=715e1:715e3, 7f=( - n ) (3.42)
. 2
1 1 72 (T2—T3)
Et pour N =pexyre;, [ = 4

Ainsi la contrainte tangentielle maximale est donnée par le max des 03
contraintes T obtenues.

T, =max(Tl_T2;Tl_T3;T2_T3] (3.43)
max 2 2 2

(Tn)max—(Tn)min
2

Ou bien (Ty)max = (3.44)

Thmaxs Tnmin: Contrainte normale max et Min _
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Représentation des contraintes (Suite)

11.2 Contraintes octaédriques.

Considérons un plan dont la normal fait des angles égaux avec les
directions principales.

Le plan ABC est un plan octaédrique ou
PA=PB=PC.
Dans ce cas, on:

- 1
nzﬁ(el-l-ez-l-%) n,=n,=n;=——

Le vecteur contrainte « t, » dans le repére %
local de la face sera:

Tiel + TZGZ + 7'363
3 (3.45)

Dont la composante suivant la normale sera:

t =T n=

T. (3.46)

ty =0y :tn-n:%[Tl‘FTz‘F]é]:

1
3
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Représentation des contraintes (Suite) Contraintes octaédriques

Or de la géométrie, on a:

t? =t +t (t,=c,) Dou t’=t>—t3 (3.47)
or tel — ]11]1 ; teZ = T2n2 . te3 = ];n?) .
o 2 _1 2 2 2
D’ou t _ETI + T, +T, (3.48)

Ainsi, la contrainte tangentielle dans le plan principal sera:

t oct

G =, = (141242 S (1 + T+ T, (3.49)

Cette contrainte est appelée contrainte octaédrique, qui peut s’écrire:

o= VI - [ -1 F [ -7 ] (3.50)
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Représentation des contraintes (Suite)

11.3 Cercles de Mohr (Tricercle).

Considérons un point « P » du plan principal, ces contraintes
principales seront T;, T, et T; rangées selon T,>T,>T;.

Alors on au:
2
t|" =T’ +T’=T’n; +T,n; +T;n; (3.51)
Avec: ) ) )
T =Tn, +T,n;+T)n; (3.52)
De plus, n; +n;+n; =1

03 équations a 03 inconnues, nous donnent:

2 (Tn_T2)(Tn_]g)+];2

n, =
(1, -T,\T, - T,)

» _(L-T)T,-T)+T; (3.53)
2 (Tz_T3)(T2_T1)
» (L, =TT, -T,)+ 1]
3

(]-'3 _ Ii )(]3 T T 2 ) © Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen
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Représentation des contraintes (Suite) Cercles de Mohr (Tricercle).

On peut réécrire le numérateur sous une autre forme. Soit:

[Tn —;(T2 +T, )T +T2 —B (T, -T, )T 2
(0-1.X5 1) >
2 [Tn—;(T1+T3)T+T§—B(T1—Ts)T < (3.54)
T (r,-T,\T,-T,) <
[t o]
BT (T,-T,)T,-T,) >

On remarque que les numérateurs représentent les équations de cercles
dans le plan (T,,Ts). Puisque T;>T,>T;.,0n aura

- 2
Tn _%(Tz +T3)} +T52 2[%(1“2 _Ts):|

_Tn —l(T1 +T3)T +T2 < B(T1 —T3)}

2

(3.55)

2

2

2
T —%(T2 +T2)} + T2 z[l(T1 ~T,

2
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Représentation des contraintes (Suite) Cercles de Mohr (Tricercle).

Représentation

Les cercles ont pour centres et rayons respectivement:

b

%(T2 +T, )}
%(T1 +T, )}
%(T2 +T, )}

b

9 o

1

1

(Tz _T3 )}
9 (Tl N Ts)

E(Tl _Tz)

(3.56)
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Représentation des contraintes (Suite) Cercles de Mohr (Tricercle).

Exemples

Uniaxiale Biaxiale Triaxiale Hydrostatique
T,0 0 0,00 T, 00 p00
000 00,0 0 T;0 0-p 0
000 000 00 T, 0 0-p

.ﬂi , 5=-po

71

ia

4 T, =T,=T T, =T,=T, =p



Représentation des contraintes (Suite)

11.4 Ellipsoide des contraintes

Considérons un point « P » du plan principal, ces contraintes principales
seront T,, T, et T; Alors on a:

t,=Tn, ; t,=TIn, ; ty=17In, (3.57)

Or
n; +n;+n; =1

L 2 2 2
D'ou t) ()L (L) (3.58)
1) \r,) T,

C’est I’équation d’une ellipsoide de demi axes les contraintes principales
t

L h

~
%5" :
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Représentation des contraintes (Suite)

11.5 Cisaillement simple
070
o=|-7T00
A Ts
X2
—> X
»T

Le cisaillement est maximal sur les facettes orientées 2 45° des facettes
E principales

|
oo
oq ©
=




12. Tenseur de contraintes de Piolla Kirchhoff

Au temps « t; », on a: dA, surface différentielle du point avec « ny » normale.
Au temps « t » on a: dA surface différentielle du point avec « n » normale.
dA,: surface non déformée.

dA: surface déformée.

Par définition, on a:

df = tdA (3.59)
et t=Tn (3.60)

df: force agissante sur la surface déformée.
t: vecteur tenseur de Cauchy.
T: tenseur de contrainte de Cauchy.

On va définir 02 types de vecteurs de (pseudo) contraintes basés sur la
surface non déformée.
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Tenseur de contraintes de Piolla Kirchhoff (Suite)

12.1 1¢r tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff.
(Tenseur de contrainte de Lagrange).

Soit
df = t,dA, (3.61)

to: vecteur de pseudo-contrainte basée sur la surface non déformée et ne
décrit pas l'intensité actuelle de la force.

Ce vecteur a la méme direction que le vecteur « t » de contrainte de
Cauchy..

—= 3.62
On définit alors: t, = Ton, ( )

Ou « Ty » est une transformation linéaire appelée 1¢ tenseur de
contrainte de Piola-Kirchhoff ou bien tenseur de contrainte de Lagrange.

© Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



Tenseur de contraintes de Piolla Kirchhoff (Suite) 1¢ tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff

Relation entre Tenseur de Lagrange et tenseur de Cauchy.

Soit df = tdA = t,dA, (3.63)
D’ou dA
b = d—A—;t (3.64)

(3.60) et (3.62) dans (3.64) donnent:

T,y = (g/,i) T - Tddn (3.65)
(4]

Or due a la déformation, il ya changement de surface défini par (admettre

a démontrer apres
A dAn = dA (detF)(F~Yn, (3.66)

Paxl 3).’1 ax1—
Ou « F » est le gradient de déformation X, X, oXs
défini par: dxy dxy  axy
F1= 3%, ax, X,
ax3 aX3 6x3
La)(1 X, X3
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Tenseur de contraintes de Piolla Kirchhoff (Suite) 1¢ tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff

Relation entre Tenseur de Lagrange et tenseur de Cauchy.
. _ ~1\T
Ainsi T,n, = T(detF)(F ")'n,

En simplifiant: T, = (detF)T(F—l)T (3.67)

En coordonnées cartésiennes

-1.
(Tyo)ij = (detF) Ty, F " jm (3.68)
En inversant on peut obtenir:
T=—TF Ty = (T )imF
= JetF © et ij = detF" o/imtjm (3.69)

Si les coordonnées cartésiennes sont utilisées pour les 02 configurations
de référence et courante, on aura

ax; —1_ 9%
Fim=7%- € Fim =5 -
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Tenseur de contraintes de Piolla Kirchhoff (Suite)

12.2 2¢me tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff.

Soit df = tdA,, (3.70)

Ou df = Fdf (3.71)

df : (pseudo) force différentielle qui transforme, sous le gradient de
déformation « F » en (actuelle) force différentielle « df » a la position
déformée.

Le pseudo-vecteur « t » est dans une direction différente que le vecteur
de contrainte de Cauchy « t ».

~

= 72
On définit alors: t= Tn, (3.72)

ou « T » est une transformation linéaire appelée 2¢me tenseur de
contrainte de Piola-Kirchhoff.

n, étant la normale a la surface non déformée.
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Tenseur de contraintes de Piolla Kirchhoff (Suite) 2ém tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff

(3.70) et (3.72)dans (3.71) donnent:

df = F Tn,dA, (3.73)
Or (3.61) et (3.62) df = t,dA4, = TypnydA,
En comparant les 02, on a:
T=F'T, (3.74)

Relation entre le 1°" tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff « Ty » et le
2¢me tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff « T ».

On peut exprimer la relation entre le 2¢me tenseur de contrainte de piola-
Kirchhoff et le tenseur de contrainte de Cauchy, en utilisant la relation

(3.67), on a: -
T= (detF)F 'T(F~ 1)’ (3.75)

Le 2¢me tenseur de contrainte de piola-Kirchhoff est toujours symétrique si
le tenseur de contrainte de Cauchy est symétrique.
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Tenseur de contraintes de Piolla Kirchhoff (Suite)

Exemple

La configuration d’équilibre d’un corps est décrite par:
1 1

X1 = §X1, X2 = -§X3, X3 = 4X2
Si le tenseur de contrainte de Cauchy de ce corps est défini par:
00 O
00 0| MPa
0 0 100

a) Déterminer le 1¢" tenseur de piola-Kirchhoff correspondant.
b) Déterminer le 2¢me tenseur de piola-Kirchhoff correspondant.

c) Calculer le vecteur pseudo-contrainte associé avec le 1¢r tenseur de
piola-Kirchhoff sur le plan e; de I’état déformé.

d) Calculer le vecteur pseudo-contrainte associé avec le 2¢me tenseur de
piola-Kirchhoff sur le plan e; de I’état déformé.
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Tenseur de contraintes de Piolla Kirchhoff (Suite)

Solution

a) 1¢r tenseur de Piola-Kirchhoff

Or:

[F] =

T, = (detF)T(FH)7

[ ax1 ax 1 dx 1 ]
X, X, aX;
ax2 6x2 axz
X, X, Xy
3x3 6x3 8x3
X, axX,

L

0X5

En remplagant, on aura:

0
[To] = (1) |0
0

D’ou

oo

0
0
100

Ll O

o Ml»—-"

r
(e

oo

et PZ 0 0T
-1y o 1 F =
[F 1]_ 0 0 7 det 1
0 -2 0
0 0
0 0| MPa
25 0
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Tenseur de contraintes de Piolla Kirchhoff (Suite)

Solution
b) 2¢me tenseur de Piola-Kirchhoff

1
(o=

=)

[T =[F]"'[T,] = =

r
e}

o &R o

o

o

.

MPa

c) Pseudo vecteur avec 1¢r tenseur de Piola-Kirchhoff sur le plan es.

1
ddomy = detF

En remplacant « det F » et « F », on aura:

0

/2 0 0o
dAn,=| 0 0 4|0]|=
0 -1/2 0]1

Par identification: Ny = €,

FTn

4
0

4e,
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Tenseur de contraintes de Piolla Kirchhoff (Suite)

Solution

[t] =

SO O

0
0
25

= e B
O - O

0
=10
25

i.e. t0=2593 Mpa

Ce vecteur a la méme direction que le vecteur de contrainte de Cauchy et
son intensité est le 4 de celle de Cauchy parce que la surface non
déformée est 4 fois la surface déformée.

d) Pseudo vecteur avec 2¢me tenseur de Piola-Kirchhoff sur le plan es.
On a

t= Tn,
En remplacgant, on aura:
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Tenseur de contraintes de Piolla Kirchhoff (Suite)

Solution I ; ol

0 0 O

0
~ 25 25
[t)=1(0 = 0] {1]| = [=
4 0 4
0 0 O 0
! | L
i.e. ~=£4§e2 MPa.

Ce vecteur n’a pas la méme direction que le vecteur de contrainte de
Cauchy.

Le tenseur « F » transforme la direction e, en direction e;.
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13. Equation du mouvement exprimee dans la
configuration de reférence

On veut réécrire I’équation du mvt dans le repére de référence (en utilisant
le 1¢r tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff) et montrer qu’elle est:

a(To)im
. — - 3-76
aX,,, +pOBl Po4; ( )

Toij: Composantes cartésiennes du 1¢r tenseur de Piola-Kirchhoff.
po: densité dans la configuration de référence.

X;: Coordonnées du point matériel.

B;: composante de force de volume par unité de masse.

a;: composante d’accélération.
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Equation du mouvement exprimée dans la configuration de référence (Suite)

Démonstration (facultative):

L’équation de mvt de Cauchy (équ. d’équilibre) s’écrit (3.25) :

0 Tipm
ax,. +pB; = pa;
Or: _ 1
Tij - a'et—F(To)iijm (3.77)
D’ou
0Ty (To)im Fijm O [ Ejm | _ 0To)im 1 ax; 3 | Fim
- . +(To)im_i = _ +(To)im_—_
ax; dx; detF dx; \ detF ox; detF | dX,, oxj \ detF
(3.78)
Avec:
Tp)im 1 ox; =3(T0)imaXn 1 dx; _ (To)im 0X,, 1
dxj detF dX), dX, dx; detF dX), dX, 04X, detF
(3.79)

_ a(To)imd 1 _ ITo)im 1
X, "MdetF  dX,, detF
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Equation du mouvement exprimée dans la configuration de référence (Suite)

Démonstration:
Et on peut montrer que le 2¢me terme de I’équ. (3.78) est nul comme suit:

o [ F jm ) 1 o ax 1
— —Fim detF

X,
ax,

1 a x, 0X,, ax}' 1
(detF) 0X,0X,;, 0x; GXm (detF) (GX

th)

2/\
; % axX
_ 1 9y 0%, 1 O _detF |8, = L ] n__ 1 detF
(detF ) 0X,,0X,, ax,- (detF) 0X, (detF)dX,,0X,, ax} (detF) X (380)

Sachant que pour n’‘importe quel tenseur A(X;,X5,X;) on a:

A ;
-1 in 3.81
a—X—derA detA (A7 ), X (3.81)
On obtient o FX L oF, , F3Xn azx;
aX detl = det 3 0Ky O Ot X3 X (3.82)
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Equation du mouvement exprimée dans la configuration de référence (Suite)

Démonstration:

Alors (a) Fim _o Do 0Ty _ 9(To)im 1
ax}' detF ax]' 0X,,, detF

Ainsi en remplacant dans I’équation de Cauchy, on obtient:

3(To)im
X

+p(detF )B; = p(detF )a;

Or le volume est transformé de la fagon: 4V = (detF)dV,,

On aura: pdetF = p,
(T5);
Enfin, on a: aXO Z+poB; = Poli (c.q.f.d)
m
Ou bien DivT,+p,B = p,a (3.83)
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14. Puissance de contrainte

Soit I’élément.

tn, (X1, Xz +AX;, X3)

tn, (X1, X2, X3)

th,(x1+AX1, X2, X3)

tﬂa(x1’ X2, X3+ AXS) 2(X1, Xa, X3)

On veut calculer le taux de travail du tenseur des contraintes et de la
force de volume sur la particule lorsqu’elle est en mouvement et qu’elle

se déforme.

Si on prend les vecteurs t et to4, leur taux de travail sur la paire de faces
ayant les normales « -e; » et « e; » est:

(e, by~ ey Vhepaghidty = 5O, Vi = [a—i;@.-r.-l)] 4V (3,84

Sachant que: ¢,V = Te; vie; = vie; Te, = v;T)
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Puissance de contrainte (Suite)

De fagcon similaire pour les autres faces, on aura:

. 0
T | et [somo) o

Pour la force de volume, le taux de travail sera:
pBAdV v = pBy;dV

Le taux total de travail sur la particule sera:

d
P = 'ég(v,Tq)d V+pB,'Vid V

Or puisque oT::  ov:
d i Vi
5;j(ViTij) = Vszlef Ti;’a_xj
On aura: aT 3
.| R, i
P =y; [ ax; +pB,] dV+T; axjdV

(3.85)

(3.86)

(3.87)
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Puissance de contrainte (Suite)

Or de I’équation du mvt aT;: Dv;
—l+pB =p—t (3.88)

Dt

On aura:

Dv,
P =vip, pdV+ T,]g;-dV (3.89)

Le 1¢ terme (a droite) représente le taux de changement de I’énergie
cinétique de la particule comme suit:

1 Dy;
(KE) Z(PdV)V:Vx (PdV)V: +“VzV: Dt[(PdV)] (PdV)Vi—DT (3.90)
o : D
Du au principe de la conservation de la masse: E(pdV) =(
On aura: P = —I—)—(KE) + pst (3.91)
Avec: Py = T,] ax; tr(TTva) (3.92)

P.: appelé puissance de contrainte et représente le taux de travail pour
changer le volume et la forme d’une particule de volume unitaire.
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Puissance de contrainte (Suite)

Pour un tenseur symétrique

T.=T Tav,-_Tav,-_Tavj
ij = 1ji et ij axj = jia_xj = ija_x;-
D’ou v
P =3Tj (ax . ,.] = T;jDj; = T;iDy; (3.93)

D;;: appelée composantes du taux de déeformations (chap 4)

En fonction du 1¢" tenseur de Piola-Kirchhoff:

DF DF;;
Py = Eu(To ) = £ [T, (3.:94)

En fonction du 2¢me tenseur de Piola-Kirchhoff:

~DE * p T DE

Py = Dt U] Dt

(3.95)

E*j: Tenseur de déformation de Lagrange (chap 4)
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Merci. Fin du chapitre 3




Mecanique des Milieux Continus

Abdellatif MEGNOUNIF

Semaine Prochaine
Chap. 4

Déformations et taux
de déformations

= COURS 4 Mercredi 11.04.2007 © Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen




