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1. Notation Indicielle

1.1 Convention de la sommation (ou de I'indice muet)

Considérons un repére orthonormé d’axes OxXx,X3

Un vecteur {'/ de composantes V1, V2 et V3 peut s’écrire sous la
forme:

— - - - 3 -
V=Vxi+V,x2+Vyxs =Y Vixi (21)

1=1

La sommation est indépendante de la lettre utilisée, i.e:

V=>Vixi=) Vixj=) VX« (2.2)
i=1 j=1 k=1
On peut simplifier I’écriture de la sommation par:

Convention d’Einstein. |/ — Vi Xi  (i=1,2,3) (2.3)
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Notation Indicielle (Suite) Convention de la sommation

L’indice « i » est appelé indice muet

Si I’'indice apparait une seule fois dans le monéme c’est un indice
franc (ou libre).

—

On peut aussi écrire: V = Vi Xi = Vj Xj = Vk Xk

Exemple a. =a,; +a,, +a

Rem: L’indice ne peut étre répété que deux fois.
L’expression suivante « a;,b;x; » n’a pas de sens et la sommation doit

rester en écriture. Soit
3
Z a;b;x;
i=1
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Notation Indicielle (Suite) Convention de la sommation

La convention peut aussi étre appliquée a la double sommation.
3 3
22 AKX =X X,
i=1 j=1

i et j: sont deux indices muets.

d,3X, X3 T35, X3X; T35, X3X, +a253X3X;

Ou bien a la triple sommation.

1

3 3
=1 j=1 k=l

Somme de 27 termes.
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Notation Indicielle (Suite)

1.2 Symbole du delta Kronecker.

Défini par: o .
I s1 1=
61J — . . .
0 s1 1#]
En forme matricielle:
611 612 612
[Sij]: Oy Oy Oy
O, 05, O

32

33

(2.4)

0 (matrice
0 identité)
1
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Notation Indicielle (Suite) Symbole du delta Kronecker
Quelques relations:
(a) 6;i= 811% Oz2% 833=3
(b)  &1m @am= O11 a1+ 812 @x*+ 843 a3=a4

Oom am= 021 a1+ 02 2+ 8,3 as=a,
O3m am= 031 a1+ O3 ax+ 033 az=as

Ou bien: Oim Am= Q;

(c) O1m Tmj= B11 TqjF B2 Toj+ 843 T3=Ty;

O2m Tmj= Ty
O3m Tmj= T3
Ou bien: Oim ij= Tij

En particulier: &, 6, = O
6im amn 6nj = 6ij
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Notation Indicielle (Suite)

1.3 Symbole de permutation.

-

Défini par: 1 s, j, k rotation aiguille d' une montre
(2.5)

Sijk =<0 si deux indices se répétent

—1 i 1, J, k rotation inverse aiguille d' une montre
\§

€123=€231=&312=
€1325&€3217&€213F
€111=€122=€112=...=0

On peut montrer qu’on a:

Eijk=Ejki=Ekij= ~Ejik=-Eikj=-Ekji
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Notation Indicielle (Suite) Symbole de permutation

Si e4, e, et e; forment un triedre d’axes, on a:
ei1Xexcez , exXez=eq , e Xe=-ej3 , ©1X e1=0....

Qui peuvent s’écrire sous la forme:
€i X €;= &Ejjk €x= Ejki Ck=Ekij €k

En plus, siona : a=ae; et b=b,e;,, alors
axb = (aiei) X (bjej) — aibj (eixej) — aibj Eijk €k
Enfin, on peut démontrer que:

Eijm €am = Oik Oj1 - i1 Ojk
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Notation Indicielle (Suite)

1.4 Manipulations avec la notation indicielle.

1.4.1 Substitution.

Sion a ai=U,, b,
Et bi = Vim cm
Alors a;= Uin Vinn Cn (2.6)

m,n deux indices muets qui doivent étre différents et doivent étre
différents de I'indice franc « i ».

(2.6) représente 03 équations chacune est une sommation de neuf
termes coté droit.
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Notation Indicielle (Suite) Manipulations avec la notation indicielle

1.4.2 Multiplication.

Sion a p=a,bn,
Et q=cCndn
Alors pg=a,b,c,d, # anbmnCmdn (2.7)

Siona: a=a;e; et b=b;e; alors le produit scalaire sera
a.b= (ai ei) . (bj ej) = 4a; bj (ei-ej)

Si e e, et e; sont des vecteurs unitaires perpendiculaires entre eux,
alors:

e; . ej - 6ij

Et a.b= (ai bj) 6ij =a;b;= a; bj =a; by+a,b,+a;b; (28)
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Notation Indicielle (Suite) Manipulations avec la notation indicielle

1.4.3 Factorisation

Sion a Tynj—An =0
Or on peut écrire n; = §; n;

AlOI'S; Tij nj - A n; = Tij nj —A 6ij nj - (Tij —A 6ij) nj =0 (29)

1.4.4 Contraction

L’opération qui consiste a identifier deux indices et les sommer est
connue sous le nom de contraction.

Exemple; T estla contraction de Tj;.
Ti=T1 ¥+ T+ T3

Siona: Tij=A66ij+2|JEij

_ .. o T + o
AIOI‘S T|| A e 6II 2 l'l E" 3 )\ e 2 IJ E" (210)
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2. Tenseurs

2.1 Une transformation linéaire - tenseur

Supposons T, une transformation qui transforme n’importe quel
vecteur en un autre.
Si T transforme le vecteur « a » en « ¢ » et le vecteur « b » en « d »,
on peut écrire:
Ta=c et Tb=d
Si « T » a les propriétés linéaires suivantes:

T(atb)=Ta+Thb

T(axa) =aTa (2.11)

a, b deux vecteurs arbitraires et «a » un scalaire qlq, alors

« T » est appelée transformation linéaire ou bien tenseur de second-
ordre ou tenseur.
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Tenseurs (Suite) Une transformation linéaire

Une définition équivalente de la transformation linéaire en passant
par une seule propriété linéaire (combinaison des deux):

T(aa+Bb) =aTa+BThb (2.12)

Exemple 1.

« T » est une transformation qui transforme n’importe quel vecteur
en un vecteur fixe « n ». Est-ce que cette transformation est un

tenseur?

Soient a et b deux vecteurs qglgs, alors par définition:
Ta=n ; Tb=n et T(atb)=n

Dou T(atb)#Ta+Thb
« T » n’est pas un tenseur
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Tenseurs (Suite) Une transformation linéaire

Exemple 2.

« T » est une transformation qui transforme n’importe quel vecteur
en un vecteur qui est « k » fois le vecteur d’origine. Est-ce que
cette transformation est un tenseur?

Soient a et b deux vecteurs qglgs et «a » et « B » 02 scalaires glgs :
Ta=ka ; Th=kb et T(aa+Bb) =k(aa+f b)
Alors, k(aa+Bb) =a(ka)+B(kb) =aTa+BTb

« T » est un tenseur

Rem: Si« k » =0, le tenseur T transforme tous les vecteurs en zéro.
C’est le tenseur (0).
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Tenseurs (suite)

2.2 Composantes du tenseur

Les composantes d’un tenseur dépendent de la base utilisée
(comme les vecteurs).

eq, €, et e3 vecteurs unitaires d’un repére cartésien (x4,X2,X3). En les
transformant (par « T ») , ces vecteurs deviennent Te,, Te, et Te;,

avecC.:
Tei=Tyne+Tyey+Tse;
Te,=Tipe+Type,+Tie;
Tes=Tize+Tyze,+Tazes (2.13)
Ou bien Te=Te (2.14)

De I’éq (2.13), on peut dire que:
T11 - e1.T €1, T12 - e1.T €9, T21 - ez.Te1...

Les « T;; » sont les composantes du tenseur « T ».
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Tenseurs (suite) Composantes du tenseur

Les composantes d’un tenseur peuvent étre écrites sous forme

matricielle, comme suit:

T,
[T] =1,
_T31

T12

T22
T32

Tl 3
T23
T33

Appelée matrice du tenseur T correspondant a la base {e4, e,, e;}.
La 1¢r¢ colonne correspond aux composantes de Te,
La 2¢me colonne a ceux de Te, et la 3¢™me colonne a Tes.

Exemple 1.

Définir la matrice du tenseur T qui transforme la base des vecteurs
comme suit: T e;=4e.te,;; T er=2e,+3e3;

Soit: 4 9

[T]=|1 0
0 3

—1]

3
1

T e3=-e1+3ez+e3
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Tenseurs (suite) Composantes du tenseur

Exemple 2.

Déterminer la matrice du tenseur qui transforme un vecteur qlqg en
son image par rapport un plan fixe. Prendre e; normal au plan de
réflexion (e,, e3 // a ce plan).

Miroir

A
€

€ e

45°

—> ¢
La normale est transformée en négatif et les autres restent
inchangeés, alors:
Te,=-e4; Te,=e, et Tesz=e;.
Ou bien: - .

-1 0 0
T]=| 0 1 0
0 0 1
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Tenseurs (suite) Composantes du tenseur

Exemple 3.

Déterminer la matrice du tenseur R de la rotation autour de I’axe x;

Rez

On peut tirer de la figure
Re, = cosO e + sinb e,
Re, = -sinB e, + cos0 e,
Re;=e3

Ou bien: .

cos® —sinO
[R]: sin® cosO
0 0

0
0
1
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Tenseurs (suite)

2.3 Composantes d’un vecteur transformé

Connaissant les composantes d’un vecteur « a » et du tenseur « T »,
on veut déterminer les composantes du vecteur « b=Ta ».

Soit « a4, a; et a; » les composantes de « a » suivant e, e; et e3
a=aje;tae,+aze;
alors: b=Ta=T(a;e;+a,e;+as;es;)=a;Te;+a,Te,+az; Te;
D’ou
bi=e;.b=a;(e..Te;)+a,(e,.Tey) + a3 (es.Tes)

b2 =€es. b= dq (92.T91 ) + a, (ez.Tez ) + a; (92.T93 )
b3 = 3. b =a, (93.T91 ) + a, (93.Tez ) + a; (e3.T93 )

Oronaeq(2.15) (Tij=e;. Te)

D’ou by =Tyas + Tiay + Ty3a;3
by = Tyas + Tyas + Tasas
b = T3ia1 + T2, + Taza;

bl=[Tl[a] beTaa (2.16)
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Tenseurs (suite) Composantes d’un vecteur transformé

Exemple.

Soit le tenseur T qui transforme la base de vecteurs comme suit:
Tei=2e,-6e,+4¢e;
Te,=3e1+4e5-6€;
Te;=-2e,+e,+2e;

Comment ce tenseur transforme le vecteur a=e, + 2e, + 3e3

Soit:
b, | [ 2 3 -21] [2]
b, |=|-6 4 1 ||2|=
by |4 -1 23] |8]
Soit le vecteur b=2e, + 5e, + 8e;

© Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



Tenseurs (suite)

2.4 Somme de tenseurs

La somme (ou la différence) de deux tenseurs T et S de méme ordre est
définie par:

(T+S)a=Ta+ Sa (2.17)

La somme W=T + S est aussi un tenseur de méme ordre, ces
composantes sont définies par:

Wij=ei.wej - ei.(T+S)ej - ei.Tej + ei_Sej (218)
l.e. Wij = Tij+Sij

En notation matricielle
[W] = [T] + [S]

La somme et la différence de tenseurs d’ordre différent est impossible.
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Tenseurs (suite)

2.5 Produit de deux tenseurs

Le produit de 02 tenseurs est un tenseur dont I'ordre est égal a la
somme des ordres des 02 tenseurs.

Soit: W=TS
(TS)a=T (S a) (2.19)
Avec
Wij=(T S)ij = €i.We; = ei.T (Sej )= ei.TSmjem =Smjei.Tem=TimSmj
l.e. Wij - Tim+Smj

(2.20)
Le produit (T S) est généralement différent du produit (S T)

La multiplication d’un tenseur par un scalaire est aussi un tenseur de
méme ordre que le tenseur initial.
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Tenseurs (suite) Produit de tenseurs

Exemple.

Soit R la rotation de corps rigide de 90° autour de I’axe X; et S la
rotation de corps rigide de 90° autour de I’axe X.

a) Trouver la matrice du tenseur correspondant a R.
b) Trouver la matrice du tenseur correspondant a S.

c) Trouver la matrice du tenseur correspondant a la rotation R puis a
celle de S.

d) Trouver la matrice du tenseur correspondant a la rotation S puis a
celle de R.

e) Soit un point P de position initiale (1,1,0). Trouver la nouvelle
position du point apres la rotation défini en (c) et celle définie en (d).

La rotation autour de x; est définie comme suit

[cos® —sin® O]
[R]=|sin® cos® 0
0 0 1
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Tenseurs (suite) Produit de tenseurs

Avec « 8 » =90°, on aura:
0O -1 0
R]=|1 0 0
0O 0 1

c) Rotation R puis S, on aura:
1 0 040

ISR]=[S]|R]=|0 0 -1]1

0O 1 010

d) Rotation S puis R, on aura:
0 -1 01

[RS]=[R]S]=|1 0 o]0

0O 0 1]0

e) Position apres rotations c):
0 -1 0 |1 —

]=[sR]r]=|0 0 -1]1|=| 0
ofo] |1

1 O

r = -4 + €3

De méme pour « S » avec « 8 » =90°,

on aura. 1 0 0
[S]=[0 0 -1
01 0
-1 0] [0 -1 ©
0 0|=|0 0 -1

O 1 1|1 0 O

0 O 0 0 1
0 —-1|=/1 0 O
1 O 0 1 0

e) Position apreés rotations d):
0 0 1|1 0

[ ]=[rRsS]r]=|1 0 of1|=|1

0O 1 0|0 1
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Tenseurs (suite)

2.6 Transpose d’un tenseur

La transpose d’un tenseur TT est le tenseur qui satisfait, pout tous
vecteurs a et b, ce qui suit:

a.Tb=b.TTa (2.21)
D’ou
ei.Tej — ej.TTei
i.e. Tij - TjiT (222)
Ainsi [TT] =[T]T

T =T
[T SI" = [ST" [TT"

(AB C D)T=DTCTBT AT
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Tenseurs (suite)
2.7 Produit dyadique de 02 vecteurs

Est défini comme la transformation qui transforme n’importe quel
vecteur « ¢ » (a partir de 02 vecteurs donnés a et b) selon la régle:

(ab)c=a(b.c)

En général: (2.23)
(a b) (ac + Bd) = a (b.(ac + Bd)) =a((abc) + (Bbd)) = a(ab)c + B(ab)d
(2.24)

Si W=ab, on aura
Wi=e;.We;=e;.(ab)e;=e;.a(b.e;)= ajb;

i.e. Wj; = aib;
. . a, ab, ab, ab;
En matriciel [W]=|a, |[b, b, b,]=|a,b, a,b, a,b,
a, a;b, asb, asb,

1 0 O 01 0
ee]={0 0 0| et [ee]={0 0 0| ...dou T=Tyee (2:25)
0O 0 O 0O 0 O
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Tenseurs (suite)
2.8 Trace d’un tenseur

La trace de « ab » est le scalaire donné par:
trab=a.b
En général:
tr (aab + Bcd) =a trab + 8 tr cd (2.26)

trT=tr(Tjee)=T;tr(e;e) Ty eie;=T;; 5; = T

(2.27)
trT=T41+ Ty + T35 (Somme des éléments de la diagonale)

2.9 Tenseur identité et tenseur inverse

La transformation qui transforme chaque vecteur en lui-méme est un
tenseur identite.

e A (2.28)
En particulier le;=¢e,; le;=e;; |es;=e;
D’ou Iij = €. |9j = 6.6 = 6ij
i.e.
Ainsi TI=IT=T (2.29)

—
p—
—_
I
o o
oS = O
_—o O
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Tenseurs (suite) tenseur inverse

Soient «T » et « S » 02, tenseurs. Sion a
ST=I (2.30)
Alors « S » est appelée le tenseur inverse de « T » et est notée S=T-1

Trouver l'inverse du tenseur c’est trouver I'inverse de la matrice
correspondant a T (cas ou det #0).

2.10 Tenseur orthogonal

Un tenseur orthogonal est une transformation linéaire qui permet aux
vecteurs transformés de garder leurs longueurs et leurs angles.

Ainsi, pour chaque « a » et « b », on a: (Q tenseur orthogonal)
‘Q a‘ = ‘a‘ et cos(a,b)=cos(Qa,Qb) (2.31)

En passant par la transposé, on aura:
(Qa).(Qb)=b.QT(Q a)=b.(Q™Q) a

D’ou b.(Q"™Q)a=a.b=b.a=b.la
Puisque « a » et « b » sont qlgs, alors:
Q'Q=1 ; Q'=QT (2.32)

En matriciel, [Q][Q]™=[Q]"[Q]=[I] QinQim=QmiQm;i=5;;
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Tenseurs (suite) tenseur orthogonal

Le déterminant de la matrice d’un tenseur orthogonal est égal a « +1 » ou
a«-1m».

det ([Q][Q]T)=det([Q]) det([Q]T) = det [I]
Or det [Q])= det[Q]T)=det[Q]?) et det[l]=1

d’oll det[Q]=+1 (2.33)
Exemple.
Pb de la transformation d’un vecteur en son image par rapport a un plan
fixe. Son tenseur était: 1 o o] alors|[T][T]™=

[T]=| 0 1 0 10 0 -1 0 0] [t 0 0

0 0 1] [T]t['=l0 1 0of0 1 0[|={0 1 0

det[T] = -1 (réflexion) 0 0 1|0 0 1] [0 O 1
Exemple.

Pb de la transformation rotation autour d’un axe. Son tenseur était:

cos® —sino 0] alors [R][R]™= cos® —sin® O cos® sin® 0 1 00
[R]=|sin® cos® 0 [RJR]' =|sin® cos® 0| —sin® cos® 0[=[0 1 0
0 0 1 0 0 1| 0 0 1] [0 0 1

det[R] = +1 (rotation)
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Tenseurs (suite)
2.11 Matrice de transformation de 02 systéemes cartésiens

Soient 02 systéemes cartésiens définis par les vecteurs unités « e; » et « €’; »

On peut obtenir I’'un de I’autre par rotation de o 2
de corps rigide ou par rotation suivie d’une
réflexion. &
e’i=Q e; = Qmiem e
i.e. e; = On1e1+0re2+ 0313 (2.34)
e = O12e1+ Qe+ Q3¢ es N
e3 = 0131 +03e2+ 03383
Ou OQimQjm = OmiOQmj = 0jj

On note que:
Qi1=e1.Q e = e,.€’; = cos(e4,e’q) .... Qij = cos(e;ej) = ¢;¢ (2.35)

La matrice de ces cosinus directeurs est appelée matrice de transformation

des axes. 01 Q1 O3
Q] = |Q21 2 Oxn
O3 Q03 On
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Tenseurs (suite) Matrice de transformation de 02 systémes cartésiens
Exemple

Trouver la matrice de transformation du repére « e’; » obtenu par rotation du
repére « e; » de 30° par rapport a « e; ».

€4
e; coincide avec e’;.

En utilisant I’équation (2.35), on a:
- ' V3 , 1 .
Q“—cos(el,el)—cos300=7, Q1>=cos(ey,e5)=c0s120°= -2 Q13=cos(e,,e3)=c0s90°=0

0»1=cos(es,e1)=cos60’ =%, Qo>=cos(e,,e5)=c0s30° =-?, Qr3=cos(e5,e3)=c0s90°=0

Q31=cos(e3,e1)=c0s90° =0, Q3p=cos(es,e;)=c0s90° =0, Q33=cos(es,e3)=cos0’=1

Et la matrice de transformation sera donc:

-

| ot

Q] =

= Nl-—-N|§

> &
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Tenseurs (suite)
2.12 Transformation des composantes de vecteurs

Soit un vecteur « a » qlq avec comme composantes (par rapport a « e; » et «

e’i»)
a;=a.e; et a’i=a.e’;
Or ¢’i=Qqem (éqg. 2.34), a’i= a.Qmiem = Qni(a.em) = Qmiam (2.36)
En matriciel g 01 On 0u] [
az| = |02 On 03| |a2
a3 Q13 O3 033 |a3
[a]’ = [Q)'[a]
Exemple X

Trouver les composantes du vecteur a(2,0,0) dans le
nouveau repeére « e’; » obtenu par rotation de 90° contraire ejle,
aux aiguilles d’une montre autour de I’axe « e; ». - X

La matrice de transformation est, avec e’;=e,, e’,=-e4 et

e’3=es. ‘oL
0-10 1 0| (2 0
Q=1 00 0 0| |0|=|-2
0 1 0 1| |0 0

0
E a=2e,=-2¢’ © Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen
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Tenseurs (suite)
2.13 Transformation des composantes de tenseurs

Soit un tenseur « T » qlq avec comme composantes (par rapport a « e; » et «
e’i»)

Tij=ei. Tej et T,ij=e,i. Te,j
Or e,i = Qmiem (éq- 2'34)! T,ij = Qmiem-Tanen = Qmian(em-Ten) (2-37)

D’ou: T,ij = QmiQniTmn (238)
En matriciel st

Ty Tz Tis On 02 Q| [Tu Tz T3] |Qu Q2 O3
Ty Ty Tl = |02 On On| (Ta Tn Tu| |0a 02 Ox
Ty T3 Ti | Q13 O Q3| |T31 T2 T3 |On1 O3 O3

(T} = [Q)'[T)(Q]

Ou bien, I'inverse

[T) = [QIT)'[Q)”

Tij = Qiman Tonn

© Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



Tenseurs (suite) Transformation des composantes de tenseurs

|

Déterminer la transformée des composantes de ce tenseur dans le nouveau
repére obtenu par rotation (contre aiguilles montre) de 90° par rapport a e;.

Puisque: e’;=e,, e’,=-e; et e’3=e;, on a alors la transformation
37%3

0-10
1 00

0 01

Exemple

S O
N -
-0 O

Soit la matrice du tenseur T, [1)= [

Q] =

Et les nouvelles composantes du tenseur seront:

010/[o10]fo-10 2 -1 0
M'=|-100{|{1 20|t 0o0/=|-1 00
0o01{foo1lfo o1 0 01
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Tenseurs (suite)
2.14 Définition des tenseurs par les transformations

Lorsque les composantes d’un vecteur ou d’un tenseur sont connues dans
le repére « e; », alors les composantes dans un autre repeére « e’; » sont
déterminées de facon unique a partir des composantes initiales.

On peut donc utiliser les transformations d’un repére a un autre pour définir
un tenseur. Ainsi:

@ =a Tenseur d’ordre zéro (scalaire)
aj = Qmiam Tenseur d’ordre 1 (vecteur)
ii = OmiOnjTmn Tenseur d’ordre 2 (tenseur)

Tik = OmiOnjOTmnr ~ Tenseur d’ordre 3
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Tenseurs (suite)
2.15 Tenseur symétrique et tenseur antisymétrique
Tenseur symétrique si: T=TT
d’Ol‘J T‘] = T‘T = 7}.’.
Ty=Ty, Ti3=Ts, Tn=Tx (2.39)
Tenseur antisymétrique si: T=-TT
d’ou

T.. ——

T
ij=—Tj=-Tj

ji
Im=Tp=T3=0 et Tip=-Ty, Tin=-Ty, Tn=-Txp

Chaque tenseur peut étre décompose en tenseur symétrique et tenseur

antisymetrique. T - 1‘9+TA

Avec:

1‘5——2 et 1_2
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Tenseurs (suite)
2.16 Vecteur dual d’un tenseur antisymeétrique

Un tenseur antisymétrique a réellement 03 composantes indépendantes,
puisque Ty =Tn=T3=0 ot Tip=-Ty, Ti3=-Ts, Tn=-Tx
Il va se comporter comme un vecteur.

Pour chaque tenseur antisymétrique « T », correspond un vecteur « tA » de
facon a ce que la transformée « T a » de chaque vecteur « a » peut étre

obtenue par le produit:
Ta = txa (2.40)

« tA » est appelé vecteur dual (ou vecteur axial) du tenseur antisymétrique.
Sa forme est (sachant que a.bxc = b.cxa:
Ty =e1'Tey = el-(4><e2 = tA-e2><e1 = - ey = —t‘_g
T31=e3-Te1=e3-(4xe1=tA-e1xe3= —(1-e2= —l‘; (2.41)
Ty =eyTey = 22'(1)(83 = (4'e3><e2 = —(4-e1 = —{f

Deméme: To1 =1, Ti3=03Tn=16 et Ty1=Txn=Ty=0.

= 2.42
Ainsi ! = —(Tye;+Ta1er+ Tioe3) = (Txpe1+ Tizer+ Topes)  Ou 20" = — e Ty ( )
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Tenseurs (suite) Vecteur dual d’'un tenseur antisymétrique

Exemple }
a) Décomposer en sym et antisym.
b) Trouver le vecteur dual de la partie antisymétrique.
c) Vérifier que TAa = tAxa pour a=e; + es.

- NN
— e 0

1
Soit le tenseur suivant: (T] = [4
1

132 T 0 -1 1
a) [T]=[TS] + [TA] avec [T°]= [T]+[T] [3 > 1] ot [1A]=&El_=[ T 0}
211 2 -1 00
b) Vecteur dual de TA sera:
(! = —(The;+Ther+ Tiyes) = —(Oe;—ey—e3) = ex+es,
c) En posant b = TA a, on a: De I'autre coté
0 -1 1|1 1
m=|1 0 o|lo]=] 1 (*xa = (e;+e3)X(e;+€3) = —e3+e;+e; = b
-1 0 0|1 -1

. b=ej+e;—e;
Ainsi
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Tenseurs (suite)
2.17 Valeurs et vecteurs propres d’un tenseur

Si un vecteur « a » transforme par le biais d’un tenseur « T » en vecteur
paralléle a lui-méme, i.e:

Ta = Aa (2.43)
Alors « a » est un vecteur propre et « A » est la valeur propre correspondante.

De plus chaque vecteur // a « a » est aussi un vecteur propre avec la méme
valeur propre « A ». Donc, pour chaque scalaire «a », on a:

T(aa) = aTa = a(Aa) = A(aa) (2.44)

Supposons un vecteur propre unitaire « n », alors:
Tn=An=1In Soit (T-Ahn=20

En posant « n = g;e; » on aura

(Tij—A0y)a; = (2.45)

Soit
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Tenseurs (suite) Valeurs et vecteurs propres d’un tenseur

Soit
(Ty—A)ay+Tpax+Tas =0

TZla] +(T22"l)(12+ T23(13 = ()
Ty1a1+ T3ap+(Ty3—A)az = 0

(2.46)

Systéme de 03 équations a 04 inconnues qui ne peut donner de solutions
différentes de zéro que si le déterminant est nul.

Thw—4A Ty T3 (2.47)
Ty T4 Ty | =0

T3 Tz Tx—4

Dont la résolution donne une équation caractéristique (polynémes
cubique) en «A » donnant les valeurs propres du tenseur. En remplacant

dans le systeme initial, on peut obtenir pour chaque valeur de «A », le
vecteur propre correspondant, sachant aussi que:

"
rz%+a§+a% = ] (2.48)
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Tenseurs (suite)
2.18 Valeurs et directions principales d’un tenseur symétrique

Pour des tenseurs symeétriques réels, les valeurs et vecteurs propres sont
appelés valeurs principales et directions principales du tenseur.

Pour un tenseur symeétrique réel, il existe toujours 03 directions principales
qui sont mutuellement perpendiculaires.

2.19 Matrice d’un tenseur par rapport aux directions principales

Soient n,, n, et n; les vecteurs unités dans les directions principales.
Les composantes du tenseur peuvent s’écrire alors:

Ty =mny- Ty =ny-dgny = 44

Ty =my-Tny = nydomp = 45

T33 = n3:Tng = ny'A3ny = A3

T2 =mny Ty = ny-domy = Ay(ny"my) = 0 =Ty

Ty3=mny"Tny = ny-A3ny = A3(ny"n3) = 0= Ty,

T3 =my-Tng = my-A3ng = A3(my m3) = 0 = T3,

Soit Ay 00
(M, = |0 4 0
0 0 4

(2.49)
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Tenseurs (suite)
2.20 Invariants d’un tenseur

L’équation caractéristique d’un tenseur peut s’écrire:

2.50
WB—1 224 A1 = 0 (2:30)
Avec:
Iy = Ty +Ty+Tyy =Ty =tr T 1 =41+ +43 Invariant linéaire (2.51)
T Tz (T2 Tos| | T Tis| _ 1 _
L = Ty Toy Tso Tas T3 T33 ( ii ;] l] ]l) [(tr T) tr (Tz)]
I = Ay +ids+iah Invariant quadratique (2.52)
Ty Ty, T
Iy=|Tan Ty Tx| = det[T] Iy = A1Axl4 Invariant cubique (2.53)
T3 Ty T3
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3. Calculs sur les Tenseurs

3.1 Fonctions valeur-tenseur d’un scalaire

Soit T =T(t) une fonction valeur-tenseur du scalaire « t » (ex temps).
La dérivée de « T » est définie par le tenseur d’ordre 2 donné par:

dTl _ = lim T(t+A)—T(¢)

a T M (2.54)
Quelques relations:
;i—(n S) = %#—f
%(a(t)T) = %‘:—Tm%
dI(TS) = ﬂs T%I-S- (2.59)
dz(T") %3+T%

T
d, 1, _ (dT
—(T") = (__)
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Calculs sur les Tenseurs (Suite)

3.2 Champ scalaire — Gradient d’une fonction scalaire

Soit d(r) une fonction valeur-scalaire du vecteur position « r ».

i.e. pour chaque position « r », ®(r) donne la valeur d’un scalaire
(densité, température, potentiel électrique...) au point.

®d(r) décrit un champ scalaire.

On peut associer au champ scalaire, un champ vecteur appelé
gradient de ® defini par Vg : (en le multipliant par « dr », on obtient
la différence des valeurs de scalaires a (r+dr) et « r ».

dp = ¢(r+dr)—¢(r) = V¢ -dr (2.56)
Les composantes cartésiennes du gradient peuvent s’écrire:
6¢ L 99 op
VP = a1 a2 e S (2.57)
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Calculs sur les Tenseurs (Suite) Champ scalaire — Gradient d’une fonction scalaire

Exemple

Si ®=x4X, + X3, trouver un vecteur unitaire « n » normal a la surface
de constante «® » passant par (2,1,0).

3¢ R,
On a: Vo = dxl axzez 61323 = Xoe1 + Xq1€5 + €5

Au point (2,1,0), on a

Vé=e,+2e,+e, ; alors n=—(e,+2e,+e,)

1
A
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Calculs sur les Tenseurs (Suite)

3.3 Champ de vecteur — Gradient de champ de vecteur

Soit v(r) une fonction valeur-vecteur de position, comme par
exemple celle qui décrit un champ de déplacement ou de vitesse.

v(r) décrit un champ de vecteur.

On peut associer au champ vecteur, un champ de tenseur appelé
gradient de v défini par Vv : (en le multipliant par « dr », on obtient
la différence des valeurs de vecteurs a (r+dr) et « r ».

dv = v(r+dr)—v(r) = (V)dr (2.58)

Notons la longueur de dr par |dr| = dr, alors e=dr/ |dr| = dr/dr

Avec ca, on aura: (dv

Ejendirection"e" } (VV)e (2.59)

Ainsi, le tenseur de second ordre Vv transforme le vecteur unitaire «
e » en vecteur décrivant le taux de changement de « v » dans cette
direction.
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Calculs sur les Tenseurs (Suite) Champ de vecteur — Gradient de champ de vecteur

Puisque:

dv ov
i =—=(V
(drjendirection"el" aXl ( V)el

En cordonnées cartésiennes ¢a devient:

Vv = @+ — Oy - (o -
(W)11 = €1 (W)ey = ¢ or, axlm V)

En général;

(ig-) = = (Ve
in €; direction Xj

av _ 0
(VV),] € (Vv)e] € b?j = 5;;(91' v)
Wl = av;
( )q" a{j

[Vv] =

—_

ravl avl avl

dx; dxp dx3
6VZ avz av2

dxy Odxp 0x3
3V3 3V3 31’3

axl 6x2 3.133_J
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Calculs sur les Tenseurs (Suite)

3.4 Divergence d’un champ de vecteur — Divergence d’un
champ de tenseur

Soit v(r) un champ de vecteur. La divergence de v(r) est un scalaire
donné par la trace du gradient de « v ». Soit

div(v) = tr(VV) (2.60)
En coordonnées cartésiennes, les éléments diagonaux de Vv sont:
ov, Ov ov
1 : 2 et 3
O0x, 0X,  OX,

Ainsi :

dvy JOv, dv ov
divy = 1 + 2 + 3 —m
dx; Oxz dxz  Ox,,

(2.61)
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Calculs sur les Tenseurs (Suite) Divergence d’un champ de tenseur

Soit T(r) un champ de tenseur d’ordre 2. La divergence de T(r) est un
champ de vecteur donné par:

(divT)-a = div(T a)—tr(T'(Va)) (2.62)

En coordonnées cartésiennes, sachant que Ve;=(0 et en posant
b=divT, on a (éq 2.62):

T,

b; = b-e; = div(T &) —tr(T’ Ve;) = div(Tjpem)—0 = T, (2.63)

i aT;
l.e. divT = m ’_
0Xpyy
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Calculs sur les Tenseurs (Suite)

3.5 Curl d’un champ de vecteur

Soit v(r) un champ de vecteur. Le curl de v(r) est un champ de
vecteur donné par 02 fois le vecteur dual de la partie
antisymétrique de W :

curlv = 2(4 (2.64)

Ou tA est le vecteur dual de (VV)A.

En base cartésienne rectangulaire :

0 1[9_2] 1(dvy_dv3)
( \ 2|dxy dxq 2}6.1’3 axq
R I 0 T (O
2| dxs axl{ 2\6x3 asz
1{0vq dv3 1{0dvy dvjy
“2|a e 2[5‘5“] :

| ) (4 dvy dvy N dvy 0dvs + advy dvq
Et le curl sera o, ary |V |ary any |27 |axy o, | (2:69)
(6q 2.41, 2.42) :
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4. Coordonnées curvilignes

4.1 Coordonnées polaires

En plan, les coordonnées polaires sont:

x2
2.1/
r= (x%+x2)l 2
—-1X2
6 =tan =%
X1 e,

Xy
Le passage d’un repéere a un autre se fait par:
e, = cosfe;+sinfe,
eg = —sinfe;+cosbe; (2.66)

Les vecteurs de base unitaires varient en direction lorsque « 0 »
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Coordonnées curvilignes (suite) Coordonnées polaires

Des éq. (2.66), on peut tirer que:

de, = dfeg
(2.67)
deg = —dBe,

i) Composantes du gradient de « f ».
Soit f(r, 8) un champ scalaire. Par définition du gradient de « f », on a:

df = Vf-dr = [a,e,+ageg|).[dre,+rdfeg)]

Ou « a, » et « ag» sont les composantes de Vf dans les directions e,
et e, respectivement.

of , 0 _ 9 9
Alors df=adr+agdé Or df = 5{dr+5§d9 Dou 4r~=73 et map= ﬁé

: d 140
Finalement Vf = bl;er + ?aém (2.68)
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Coordonnées curvilignes (suite) Coordonnées polaires

ii) Composantes du gradient de « v ».

Soit v(r, 8)

v(r,9) = v,(r,O)e,+v9(r,0)e9 (269)

Par définition du gradient de « v », on a

dv = (Vv)dr

En posant T=Vv. On a

dv = Tdr = T(dre,+rdbeg) = drTe,+rd6Tey

et Te, = T,e,+Tyeg and Teg = T,ge,+ Thgeg

alors dv = (T,dr+T,grd0)e,+(Tg,dr+ Teerdb)eg (2.70)

Or, éq 2.69 dv = dv,e,+vde,+dvgeg+vedeg

D’ou 9 Ay av dvg
dv, = Srdrzgde et dvg = dr+gdd
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Coordonnées curvilignes (suite) Coordonnées polaires

ii) Composantes du gradient de « v ».

de, = dbeg

De ces égs et sachant que (eq 2.67): 4 40
€p = —adve,

Ona av, av, dvg dvg
dv = [Edr-k (67'_"9) db|e, + ;dr+ W+v,) df | eg (2.71)

Donnant par similitude

En matriciel -

av, 1(6v, \
o B

= 5, 1>6V9+ | (2.72)
b6r r\ a0 v,}d
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Coordonnées curvilignes (suite) Coordonnées polaires

iii) Divergence de « v ».

Utilisons les composantes du gradient de « v » obtenus en ii), on peut
écrire:

) dv, 1/(dvg
divv = tr(W) = T+ Tgg = = gt (2.73)
iv) Curl de « v ».
, ] dvg Ve 10v,

Donné par: curly = ( . — = 80) e3 (2.74)
v) Composantes de divergence de « T ».

La divergence d’un tenseur de second ordre est:

(divT)-a = div(T a)—tr((Va)T') (2.75)
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Coordonnées curvilignes (suite)

4.2 Coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques, la position
du point est déterminé par (r,0,z) (i.e.
coordonnées polaires (r,0) dans le plan «
xy » plus la coordonnée « z »
perpendiculaire au plan « xy ».

On peut tirer de la figure que:

R = re,+ze, (2.76)

et dR = dre,+rde,+dze,+zde,

Or qlq soit le point « P », e, ne change jamais de direction et de
magnitude, d’ou de,=0.

Alors
dR = dre,+rdBey+dze, (2.77)

En suivant la méme démarche que les coordonnées polaires, on peut
obtenir les différentes opérateurs.

© Abdellatif MEGNOUNIF FSI-Tlemcen



Coordonnées curvilignes (suite) Coordonnées cylindriques

i) Composantes du gradient de « f ».

ii) Composantes du gradient de « v ».

p-

_.[ 31 o v, 1(av, v, |
Vf = 9%t 3,2 (2.78) or r\o6~v8) 5
av9 1 an an

iii) Divergence de « v ». W, 19v, W,
ar r a6 0z ]

av, ov v
divv = —+1 (—gw,) —Z  (2.80)
0z v) Composantes de divergence de « T ».

iv) Curl de « v ». (divT), = 6T,,+ 1 OT,g T —Tm+aTrz

or raO r 0z

aT, 0Tgg Te+Ty T,
curlv=(lavz ave) (av' av’) +(%+Vr6 :Zg)e, (divT)g = 6r 19766 "7 Tor 076

L 2 +
rof oz oz or )% or rao r 0z

(281) 6T2,+16Tg aT +T

zr

(divT), = ar r 06 r

(2.82)
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Coordonnées curvilignes (suite)

4.3 Coordonnées sphériques

En coordonnées cylindriques, la position du point est déterminé par (r,0,®)
On peut tirer de la figure que:

(b)

Le vecteur position de « P » est donné par r=re,
D’ou dr = dre,+rde, (283)

Apres plusieurs transformations, on aura:

dr = dre,+r(d0)eg+r(sinfdp)e, (2.84)
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Coordonnées curvilignes (suite) Coordonnées sphériques

i) Composantes du gradient de « f ». ii) Composantes du gradient de « v ».
10 1 4 r 1
V) = a_]: (Ve = r Eg (Vg = rsinf Taé 1 %—v(, ! ﬁ--v,ﬁsim‘))
ar r\o6 rsin@ \ 69
(2.84) _ | 1(dve, | _1 (% _ ) 2.85)
w or r\ a6 *r rsiné \ 0@ vgcosd
iii) Divergence de « v ». vy 10vg 1 avg v, vgcotd
ar r 80 rsind 3¢ r

v, 1av9+ 1 vy 2v, vgeotd s -
r 0 = rsinf 99 r

divv = tr(Vv) =
v) Composantes de divergence de « T ».

1a(r2v,)+ 1 a(vesmﬁ) 1 dvg

;2 dr rsinf 96  sind 09 _ 100°T,) 1 A(Tesind) 1 Tpy Tog+Tpg
(divT), = = or Trsind 0 rind 0 -
| (2.86) i
iv) Curl de « v ». , 10(PTe) 1 (Tgesinb) 1 Moy, Tro=Tor—Tppe0t0
(divT)g = +— g+
A ar rsinf 9 rsin6 09 r

: - ’ 3o 3(T 4g5in6 0Tpy Tpp—Tigr+ Togcot0
| d(vgsind) | 6v¢9} [1 v, 18(rv¢)] [16(rv(;)_16v,]e (div), = ,1( gr), 1 (¢£m )+mlno a$¢ s~ Tpr+ Tagcot

- - d 6
i 00 rsindag | |mindag 1 or ror rag|® T

r

curlv= [

2.87) (2.88)
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Merci. Fin du chapitre 2
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