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Introduction

Négliger ’'amortissement
Force extérieure nulle
Structure idéale (Théorique). Elle vibre indéfiniment.

En réalité, toute structure a un systeme de frottement pour I’amortir
dans le temps.

Vibration qui dépend de la distribution des masses, de la loi charge-
déplacement et de la maniére dont la vibration est produite
initialement.

On peut imposer des Cl non nulles de tel sorte a faire vibrer la
structure selon un quelconque mode normal.

Dans chaque mode normal, propre ou naturel, chaque point de la
structure exécute un mouvement sinusoidale autour de sa position
d’équilibre.

Tous les points passent simultanément par une position d’équilibre et
par leur amplitude maximale.

La fréquence de vibration est donc la méme pour tous les points de la
structure (fréquence propre au mode considéreé)
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Introduction

» Lorsque tous les points atteignent leur maximum, la déformée
caractérise un mode normal de vibration.

La fréquence la plus petite est appelée fréquence fondamentale.

» En théorie, les problémes seront résolus en considérant le principe de
superposition des modes normaux.

» Les modes normaux sont la base de la résolution des systémes forcés.
» Le nombre de mode propre sera égale au nombre total des DDL.

Y

Ainsi, le mouvement libre non amorti n’est utile que pour la
détermination des caractéristiques propres du systeme:

Pulsations et modes
propres de vibration

02 méthodes pour les calculer:
% Méthode de la matrice de rigidité
% Méthode de la matrice de flexibilité
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2. Méthode de la matrice de rigidité

Rappel : Eq., de mouvement d’un SPDDL (8.12)

MU+CU+KU=P(t

Pour les mouvements libre non amorti, on aura:

MU+KU=0 (9.1)
Avec
ki ki ki ki m; 0 0 0 n:'?l ) (U
ky ki ki k2 0 my 0 0 u; U
K= kll ktZ ku km M = :0 0 - 0 U= ) U, > U =1 U; ‘
kn] an km knn 0 0 0 m \ nJ \unj
(nxn) " (nxn) (nx1) (nx1)
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Méthode de la matrice de rigidité

MU+KU=0

Une solution particuliere de ce systeme est (voir les S1DDL) :

(u1()=¢, cos(wt + @)
ux()=¢, cos(wt + @)

ut)=¢p; cos(wt + @) | 9.2)

\u,()=0p,, co.s(wt + @)/

D’ou:
(Ui;(1)= — ¢p1 w? cos(wt + @)
i )= — ¢p, w? cos(wt + @)

~"

i(1)= — ¢; wi cos(wt + @) (9.3)

\il,(1)= — ¢, w? cos(wt + @)/
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u()=¢, cos(wt + @) ii,(t)= — ¢, w* cos(wt + @)
Méthode de la matrice de rigidité ut)=¢, cos(wt + @) iAl)= — $; w*cos(wt + @)

MU+KU=0

ut)=; cos(wt + ) Ui(1)= — ¢; wZ: cos(wt + @)

u,t)=¢., cr;s(wt + @) it ()= — ¢ w* cos(wt + @)

En remplacant (9.2) et (9.3) dans (9.1), on aura:

( (kii- mpw?)py+ kipdy + -+ ki, =0 )

k11 + (koo mzwz).(lbz + -+ kypp, =0 (9.4)
< kizbq + ki, + -+ (kii—. miw? )p;.. +king, = 0 > .
\k,, 101 + kn,p, + -+ + (1;'1112— mnw?)p, =0 )
Sous forme matricielle:
(K — w?M){¢} = 0 (9.5)

Comme. {¢} = 0, il en résulte que le systéme aura une solution
non trivial si :

det|K — w’M| =0 (9.6)
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Méthode de la matrice de rigidité

det|K — w*M| =0 (9.6)

« M » et « K » sont définies positives, d’ou I’équation (9.6) admet
« n » racines réelles « w? ».

En posant « 1 = w? », (9.6) s’écrit : p(1) = 0 appelée équation
caractéristiques, polynéme de degré « n ».

« n » solutions « w; » appelées pulsations propres.
Et fi: % % fréequences propres (9.7)
Soit:
L<h<Ah<-<A< ..,
(9.8)
Ou:

W <W<w3 < <w; < ..W,

La plus petite «w, » est appelée pulsation fondamentale.

Et «f, = % » est appelée fréquence fondamentale.
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Méthode de la matrice de rigidité

(K—’M){p} =0 (05

En remplacant chaque valeur de « w; » dans (9.5) (ou 9.4), on
trouvera un vecteur {¢;} définissant une forme de d’oscillation.

Le couple «w;, {¢;} » est appelé mode propre ou normal de vibration.

Ainsi pour « ®; », on aura:

( (k- Mw?) 1 + kiapy + -+ + kinhy, = 0 )

ko1 + (kzz— 107 ) oy + -+ + koutpy = 0
) _ o _ ' (9.9)
ki + kiypy + -+ (kii - miw? )p;..+king,, = 0

enipy + knggpy + o+ (knn— mnw; )y, =0 )

Puisque le déterminant (9.6) est nul, det|K — w?M| = 0, il s’en suit que le
systéme (9.9) admet seulement « n-1 » équations actives (Une des équations
ne rapport rien).

Dans ce cas, {¢;} ne peut étre déterminé que sous forme de rapport. 0

Exemple, on suppose que ¢;, = 1 et on calcule les autres composantes en br i = k

fonction de ¢;, ! ¢(l)
max

Généralement, on choisit la plus grande valeur des composantes de {¢i} et
on exprime les autres composantes par rapport a cette valeur.
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Méthode de la matrice de rigidité

Ainsi la solution générale du systéeme (9.5) sera:

U= ) {¢;} cos(wit + @,) (9.10)
)

¢@; sont déterminées par les conditions initiales et
{¢;} sont définies a un multiplicateur pres.

A la fin, on obtient 02 matrices (objectif du mouvement libre non amorti)

Matrice spectrale Matrice Modale
‘wi 0 .. 0 .. 0 ] b D e D D
0w . 0 b @2 - b
= :0 0: wié '0 *= 4’?:‘1 ¢ii2 4%1‘1‘ ‘Pm
00 L 0 . a 60 b2 e i e D
(9.11) (9.12)
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Spectre de réponse
Exemple 1

us(t)

m, = 12000 kg —

Considérons le portique a 02 étages de la

figure ci-contre avec les données 3.5 m\ k2
mentionnées. En supposant que 1,=44 10° mm4 u (1)
, : . e s

I’'amortissement est néglige, m, = 24000kg |

i) Déterminer les périodes et modes

propres de vibration. 50m k;
E = 200 000 N/mm? \ /
1,=103 10 mm?*

v Poutre trés rigide.
v" Masse totale concentrée sur chaque plancher.

v Poteaux sans masses et ne se déforment pas
verticalement, ni rotationnellement.

v Seuls DDLs, possibilité de flexion des poteaux,
de fagcon dépendante entre les 02 niveaux.
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Equation du mouvement

Matrices ?
Rigidité : K = for 4 Kz _kzl Masse: M = [T O
—k; k, 0 m,
6
AN: 1 -2 12 Bl _,12(200000)(103109) | _ 3¢ 106 v /m
L 50003
6
k, = 12 EI _5 12 (200000)(44 109) k, = 4,93 106 N /m
L 35003

Ainsi, on résout (9.6) det|K — w’M| = 0
Posons « 1 = w », on aura

8.89 106 — 241103 —4,93 10°
—4,93 10° 4,93 10— 121103

(8.89 106 — 241 10%)(4,93 10— 1214 103) — (—4,93 10°)(—4,93 10°) =0

Solutions :
M =w?=994D0U:w, =10rd/setT,=2=063s

W
A, =w?=681D0U:w =26rd/setT,=2=024s

w2
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Equation du mouvement

Modes propres ?

Pour chaque w; on résout le systéme (K — w’M){¢} = 0
L w;=w;=107rd/s

[8.89 106 — 24(99.4) 103 —4,93 10° Hfl)u} —0
—4,93 106 4,93 106 — 12(99.4) 103] l¢pp1) —

En posant ¢p,; = 1, on aura ¢p;; = 0.758

II. w,=w;=26rd/s

[8.89 106 — 24(681) 103 —4,93 10° “dm} —0
—4,93 106 4,93 106 — 12(681) 103] l¢p) —

En posant ¢p,, = 1, on aura ¢p;, = —0.66

D’ou
0.66
Mode 1
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3. Méthode de la matrice de flexibilité

On aura pour les mouvements libre non amorti
MU+KU=0

D’ou U=-KMU

Posons: f=Kletl=-MU

D’ou ( ui@®)=Iif; + Lf;++ Tif; + -+ Infq,
wu)=I;f>; + Lfoyt--- + lify; + - + Inf,,
_ : 9.13
U= u,()=If;; + Lif >+ + Iifii + --- + Infin > ( )
\u,()=If,; + Lif, o+ + lifni + --- + Infnn
Soit (0= —uy(t) —mgu fy; — mylf— - — miuifli — mnﬁnfm\
0=—uyt) —myi,fo — myf5,— -+ miuifZi — mnﬁann
4 y .o y y . (9.
0=—ut) — myii, f;_mjyf;,— - — mify— - — m,il,fi, (9-14)
N0 = —u,(t) — mil fy; — myliofy— - — milif i — - — myil, fron/
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Méthode de la matrice de rigidité

MU+KU=0

Une solution particuliere du systeme (9.14) est :

(ui()=¢, sin(wt + @)
u()=¢, sin(wt + )

~N"

uit)=¢; sin(wt + @) (9.15)

\u, ()=, sin(wt + @)/

(ii;(1)= — 1 w?sin(wt + @)
i )= — ¢, w? sin(wt + @)

il;(1)= — qb,-a)z: sin(wt + @) (9.16)

\ii,,(1)= — ¢, w? sin(wt + @)/
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u;(t)=¢, sin(wt + @) o 2 i
Méthode de la matrice de flexibilité ux()=po SEN(0St + ) oAl e
FMU+U=0

ui(t)=¢; si:n(wt +¢) U= ()= — ¢; w? sin(wt + @)

U, ()= sin(wt + @) iL,()= — P 7 sin(wt + @)

En remplacant (9.15) et (9.16) dans (9.14), on aura :

( (myw*fi1-1) 1+ myw?fi¢; + -+ + muw?f1,¢, = 0 \
my;w*far + (Myw?fo,- 1) @, + o+ My f gy, = 0
< m;w*fi ¢y + myw?fipp, + -+ +(%771'0)2fii— D¢;.. +m,w*fiyp, = 0 > (9.17)
\ m;Afr1$1 + M0 f o + -+ +. (mnw*fp,— D¢, = 0 J
Sous forme matricielle :
(w2 FM — D{¢} = 0 (9.18)

Comme {¢} + 0, il en résulte que le systéme aura une solution non
trivial si :

det|w’FM —I| =0 (9.19)
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4. Propriété des modes propres

i. Orthogonalité des modes

En appliquant I’équation (9.5) (K — w*M){¢} = 0 pour 02 modes
différents « i » et « j » on aura:

K{o:} = wizM {pi) (9.20)
K{¢j} = (‘)sz {¢]}

Pré-multiplions (9.20) par {¢;}" et {¢;}" respectivement :

{¢j}TK{¢i} = wiz{‘lbj}TM {d:}
{¢i}TK{¢j} = wjz{‘lbi}TM {¢]}

Comme la matrice »K » est symétrique ;

{9} Kip} = (¢} Ko} (9.22)

(9.21)

De méme la symétrie de la matrice « M » nous donne:

(P} M{p}=1{p} M{d} (9.23)
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Proprié’fé des modes pro!or’es ( ¢,-}TK{ b} = W ¢,-}TM (@)
i. Orthogonalité des modes (P)TK{D}} = 0o M (¢} (9.21)

La soustraction des équations (9.21) donne:
(wf =) ™M {¢p;} =0
Comme w; # w; alors:

{¢i}TM {¢]} =0 (9.24)

On dit que les modes sont M-Orthogonaux

De méme, de (9.23) «et (9.21), on a:
{¢i}TK {¢]} =0

On dit que les modes sont K-Orthogonaux
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Spectre de réponse
p i Uz(f)
Exemple m, =12000kg  —»

Considérons I’exemple de la diapo 10 (exemple portique 2 m\ ) 4/ ks
a 02 étages déja traité) et vérifions I’orthogonalité des o=t L0

u(t)
modes propres trouvés. m, = 24000kg —
Rappel:

K = [k1 + k, —kz] _[889 106 —493 106] 50m k,
L —k, k, —49310° 4,9310° \ /
[,=103 10® mm*
_ [24103 0 0.758 _ (—0.66 ] ]
M_[ 0 12103] ‘/’1‘{1_0} ¢2_{ 1.0}

M-Orthogonalité

{(D)"M {p,} = {0.758 1.0}[240103 ol 100} = 18192100 12109{7°)

{¢1}TM {2} =0
K-Orthogonalité

8.8910° —4,9310°1(—-0.66 —0.66
T — ’ — 6 6

{¢1}TK {‘Pz} =0
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Propriété des modes propres

Ii. Normalisation des modes propres

Les modes propres sont calculés par rapport a une valeur choisie.
Cette valeur peut étre choisie de plusieurs fagon:

» Déplacement d’un nceud particulier (qlq) égal a 1 dans tous les
modes.

» Le plus grand déplacement d’un nceud dans le mode considéré égal
ai.
> Les modes propres normalisés par rapport aux matrices K ou M.

C’est cette derniére qui est intéressante et la plus utilisée
dans les logiciels et le plus souvent la normalisation est

prise par rapport a la masse.

(P} K{gp}=1
Oubien {¢}'M{¢;} =1

(9.25)
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Propriété des modes propres
li. Normalisation des modes propres

Cette normalisation par rapport a la masse se fera en calculant :

M; = {¢p}T M {p;} (Scalaire)y  (9.26)

On normalise par la suite chaque mode, en calculant :

3, = &0 (9.27)

M;

Avec cette M-normalisation, on peut vérifier que:
(@' [M][@]=1 (927)

Avec:

|[M] : Matrice masse.
|@ | : Matrice spectrale (constituée des modes propres).
I : Matrice identité (diagonale)
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Spectre de réponse 7, = {¢p)" M {¢} & = (¢

Exemple
Toujours le méme exemple
Rappel:
_[24 103 0 _ {0.758 —0.66
M= e a={g) 2={"10 }
. 3
= @M () = 0758 103[*40 % 0 1{075)

— {18.19210° 12 10%) {0'758

N @' [M][®]=1

us(t)

m, = 12000 kg

35m\ k2

_ 6 mrad
[,=44 10° mm 1(0
m, = 24000kg

LEN Ak

[,=103 10° mm4

1.0

R }'O_ {p 1 {0.758}_{0.149}
M; = 25.79 ¢1—\/Ml—\/25_79 10 J = 10197
M, = (¢,}"M {¢,} = {~0.66 1.0}[240103 120103]{_?_'36}={—15.84103 12 103}{_0'66}
R - g} 1 { 0.66}_{—0.139}
My = 2245 P2 = \/— v2245¢ 1.0 J 7 Lo.211
0.149 —0.139
‘p:[o.197 0.211]
Et:

@17 M@ ] =] %1%

—0.139 0.211 12 103110.197

|

0.19771[24 103 0 0.149 -0.139
Il ] 0211

-l
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Merci. Fin du chapitre 9
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Prochain Cours

Partie 2 : Systéemes a plusieurs degrés de liberté

Chap. 10

Méthodes numeériques de calcul
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