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Formulation des equations du

mouvement d’un systeme a plusieurs
degres de liberte (SPDDL).
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Introduction

Systeme a plusieurs DDL : Mouvement est décrit par plusieurs
variables (déplacements ou rotations)

Systéeme d’équations différentielles

Le nombre de DDL est égal au nombre des composants de
déplacements requis pour exprimer les forces d’inertie

On utilise la notion de nceud.
Les nceuds possédent une (ou plusieurs) masse(s)
En général, un nceud a 06 DDL (03 translations et 03 rotations).

Le nombre total de DDL de la structure = Nbr Nosud x 6.
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Exemple de SPDDL
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Structures de ponts

Ponts a poutres en |

Ponts a poutres caissons

Ponts a poutres en treillis
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Exemple de SPDDL

Mode flexionnel supérieur

Tablier d’un pont

Du réel vers le modele

numérique
© Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



2. Equations du mouvement Exemples introductifs

i. Systeme a 02 DDL non amorti

t u2(t) m
p_2(2 1{11_2_________________7.—> pz&.‘z_y&(y_.,
k,/2 k,/2 ks,
p1(t) ;o) pi(t) my" (t)
fFo--AYy-----TTo X 2 E— -
k1/2 '/ ,]’é 1/2 k1 ,/’I
"1 ™ ] ]

v Poutre trés rigide.
v" Masse totale concentrée sur chaque plancher.

v" Poteaux sans masses et ne se déforment pas
verticalement, ni rotationnellement.

v Seuls DDLs, possibilité de flexion des poteaux,
de fagcon dépendante entre les 02 niveaux.
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Equation du mouvement

Considérons le modele suivant du systéeme

1D
Ll

f;
2 £ |2
R pi(t)
1 —
fio £, pa(t)
my
On applique la 2°m¢ |oi de Newton pour chaque masse
Masse 1 : fir =myiy(t) = p,(8) — fky + fk; (8.1)

Les forces élastiques sont proportionnelles aux extensions des
ressorts (a ne pas confondre avec déplacements) dans le cas
élastique linéaire.
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Equation du mouvement

Soit
fis ki it fio ks fro
MM W ——
fra_kies frzo _kze;
e1 = U € = Uy —Uq
fra - kiug fro - kauy —kyuy

En remplacant dans (8.1), on aura

fk2
fkl fil ﬁ
D pi(t)

sz fi2 b2 (t)

Masse 1 . fil + fkl _sz — pl(t) mlﬁl + k1 u1 - k2 uZ + kz u1 — pl(t)

m1 ’ill + (k1 + kZ)ul - k2 uz — pl(t) (82)
Masse 2: f; + fio = P2(b) my, ity + ky U, — ky uy = po(t)
my iy, — Ky uy + ky uy = py(t) (8.3)
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fk2

. f ) ﬁ
Equation du mouvement — pi(t)
1

Ainsi pour les 02 masses, on a
fk2 fi2 p2(t)

) — —
{m1 iy + (kg + k) uy — kyu, = py(t) =
myily — ky uy + ky uy = po(t)

Sous forme matricielle, on aura:

o e+ [0 WG -Pol e

(8.4) Le modele mathématique du portique a 02 niveaux

Prenons un 2¢me exemple

E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Exemples introductifs

Equation du mouvement

Systeme a 03 DDL amorti

ii.
Systéme soumis a une accélération du support
ms  us(t)
 pooeooooos F— A
iy ! us(t) ;
l 1 I, \/ b . -
4 /2 /! ks | s ! Poutre trés rigide.
k /2 =1 3 1 I} ,
3 /| s / ) v Masse totale concentrée
," ," - ( t) o U (t)/’ sur chaque plancher.
; — — ‘___‘ v Poteaux sans masses et
A L / 5 ne se déforment pas
/ i / " / verticalement, ni
/ = y Cr / rotationnellement.
k,/2 ; ‘——(‘: k2 2 ;
; 2 5 " ml .0 v Seuls DDLs, possibilité
L,’ _____ / 1 b "ul (t) de flexion des poteaux,
[ my ! ' , de fagon dépendante
/ l/ ' entre les 03 niveaux.
1 1
ki/2Q; T k,/2 | S
I Ci I f
l' l’ ll
Il ll I'
1 [ 1
Gl
it (t)
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Equation du mouvement £ fio

£y —
0onso N - ~ —
Considérons le modele suivant du systéeme fe1 m fC_z,
N Uglt) sz fk3
§-> §_> fc2 m fc3
2 . . — 2 =
; % [ L | it [ m
/ 3
2 //, Cy — OEENe) C2 ] - CsLI—_ 4fk_3 fi3
fs 5,

On pose: A _ — 8.5
Uior1 — Ug TU U T Ug T U, Uior3 — Ug b s (8-5)

u, ; u,etus;: Déplacements relatifs des masses m1, m2 et m3 par
rapport au support (repere local).

Uit 3 Usorr €L Usis - Déplacements absolu des masses m1, m2 et m3
par rapport au global (axe de référence).

u, : Déplacement du support par rapport au global (axe de
référence).
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Equation du mouvement
fi fio

On applique la 2°m¢ |oi de Newton pour chaque masse L

Il |

Masse1: fiu=m, iltotl(t) = —fk, — fa, + fk; +fa, — m,
Masse 2 : f,-2=m2iltot2(t) = —fk, — fa, + fk; +fa; ?&

Masse 3 : fiz = Mgilo3(t) = —fks — fas (8.6)

Les forces élastiques sont proportionnelles aux extensions des
ressorts (a ne pas confondre avec déplacements) dans le cas
élastique linéaire.

Les forces d’amortissement sont proportionnelles aux vitesses
(Différence des vitesses).

Rem : Faire attention au choix du repere.

Il est préférable d’exprimer I’équation du mouvement dans le
repére relatif.
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Equation du mouvement -«— —_— — —_—> —
fer ¢ fe2 f, — — fe3 fi3 | m—
—_— N e — 0 e f—— M
Soit
fud ki fit fo k2 fro fra ks fis
AW W T W
fr1_kie; fro _kae fis _ kses
e1 = U1 — Ug = Ug e, = utot, utoy = up, —uq €3 = Uepz — Utot, = Uz — Uy
fr1_ kiug fra _ kaup — ko uy (8.7) fir3 _ kauz — k3 u;
De méme pour les forces d’amortissements
f Co fe2 f C3 fe3
fe1 C1 [ ot fe2 [\ . c3 I ‘
—— I_Ir > G I__Ii - D I__r s
fcl _ C1é1 fcz _ Czéz ch _ C3€3
e = Uy — ilg = U, €2 = Usorp _ Upor1 = Uy — Uy €3 = WUipr3 — Upory = Uz — Uy
fe1l_ 1y fe2 _ C2Uy — oy (8.8) fe3 _ €33 — C3ly
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c o fio fio fis fia
Equation du mouvement -«— —_— — —_— e i
f1 for feo ¢ fe3 fe3 D
h m; q h m; ﬁ h mj

En remplacant dans (8.7) et (8.8) dans (8.6), on aura
Masse1: futfutfai—fio—fa, =0
m1 (u1 + ug) + kl u1 + Clill - k2 uZ + kz u]_ - Czuz + Czul — 0

m1 ’Lll + (k1 + kz)ul + (Cl + Cz)ul — kz uZ — Czuz — —mlﬁ (8.9)

g

Masse 2 : fiot izt fa,— fis—fas;=0

mz (Uz +ug) + kz u2 — k2 u]_ + Czuz - Czul - k3 U3 + k3 uZ - C3Il3 + Cguz — O

mz uz - kz u1 + (kz + k3)U2 - Czill + (Cz + Cg)uz - k3 u3 - C3u3 — _mz ilg
(8.10)
Masse 3 : fis+ fiz+fas; =0
ms (Ug + ug) + k3 Uz — k3 Uu, + C3iL3 — Cguz =0
Mzl — ksuy + k3 uz — c3u, + c3uy = —ms i, (8.11)
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. fio
Equation du mouvement U —
fc2
u n L m; ﬁ
Ainsi pour les 03 masses, on a fio fi
h fi2 ﬁ
. . . . , | — f,
miuq + (Cl + Cz)ul — CoUy + (k1 + kz)ul — kz Uy = —MU, 4100— m, —
my uz — Czill + (Cz + Cg)uz — Cgilg — kz u; + (kz + kg)UZ — k3 Uz = —mp ilg fis
ac 5 o oc — £
msUsz — C3Uy + C3U3z — k3U,2 + k3 Uz = —M3U, f; < m—
h m3

Sous forme matricielle, on aura:

m; 0 07(iy (ci+c) —c 0 1(wy
0 m, O |ju,t+| -—c, C,+c3 —c3| YUyt
0 0 mslli,

0 —C3 c3 1\u;
(8.12) Le modeéle mathématique du portique a 03 niveaux
amorti soumis a une accélération du support

kl + kz _k2 0 Ug mq 0 0 ug

_k2 k2 + k3 _k3 {uZ} = O mz 0 {ug

0 _k3 k3 u3 O O m3 ’i),g
(8.12)

Les équations du mouvement ?
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Equation du mouvement

Ainsi de ces 02 exemples, on remarque que les équations (8.4) et (8.12)
s’écrivent

M{U} + [Cl{U} + [K]{U} = {P()} &13)
Ou:

{U} : Vecteur accélération nx1
M| : Matrice masse nxn

{U} : Vecteur vitesse nx1

C]| : Matrice d’amortissement nxn
- {U}: Vecteur déplacement nx1

K| : Matrice de rigidité nxn
n : nbr total des DDL
Par simplicité, on écrit: MU+ CU+ K U =P(t) (8.14)

{P(t)} : Vecteur force extérieure nx1

Dans le cas d’une accélération du support, on aura:
MI{U} + [Cl{U} + [K]{U} = —[MI{U ,(t)} @.15)

Ou bien : MU+CU+KU=—MU9 (8.16)
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3. Développement des matrices M, C et K
I. Introduction
MU+CU+KU=P(t) (8.14)
» Définir les équations du mouvement = Détermination de K, C et M.

» Chaque terme de I’équation (8.14) représente une force (d’inertie,
d’amortissement et élastique respectivement).

» Chaque force peut étre exprimée par des coefficients d’influence

* Force élastique en « i »
Ji=kigu,(®) Tk uy(®) + ...t ku@)+ ...+ k,u,) (8.15)

ki : est une force en « i » due a un déplacement unitaire en « j » lorsque
tous les autres déplacements sont nuls.

Sous forme matricielle, on aura

(ﬁd\ —kll kIZ k]i k]n_ (ul\
_/}::2 k21 k22 kZi an u2
A U T U (8.16)
<_I}(i } kil kiZ kii kin < l’fi >
\fil' Lk Ky o ky o Ky \u,/
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Développement des matrices M, C et K

De méme

i. Introduction

» Force d’amortissementen « i »

f;i= Ci1 u](t) + Ci» uz(l) + ...t C;; u,(l) + ...t Cin un(t) (817)

c;i: est une force d’amortissement en « i » due a une vitesse unitaire en
« j » lorsque toutes les autres vitesses sont nulles.

Sous forme matricielle, on aura

(fe1)
Je2

!
Jfei
en/

rCr1

(8.18)
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Développement des matrices M, C et K i. Introduction

De méme

* Force d’inertie en « i »

fl"i= milﬁ'l(v + miZﬁZ(v + ...t m,-,-il,-(l) + ...t mmun(t) (819)

m;; : est une force d’inertie en « i » due a une accélération unitaire en
« j » lorsque toutes les autres accélérations sont nulles.

Sous forme matricielle, on aura

ffzﬂ My My, .. My oo My, (ul\
ﬁQ m,; ny, e My o Ny, ﬁZ
N T T A D (8.20)
ﬁi m; m;, .. m; .. m;, ul
L lm,,  m m,, m, 4 \ii /
J(znj nl n2 e ni nn n
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Développement des matrices M, C et K

ii. Développement de la matrice K.

Prenons 02 exemples : celui d’un portique a étage et celui d’une poutre

< Développement par la rigidité < Par la flexibilite
m, m, m; m m, m;
A @ @ @ A A @ @ @ A
m1 ,,1 m2 m3
.
1
m, mZ‘ m3‘
1
m, m, m; i m; m3‘
1 %M

13 |Kzs lk33

E Plus a 'aise avec les déplacements ? © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Développement des matrices M,CetK ii. Développement de la matrice K.

Par rigidite

Par flexibilité
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Développement matrice de rigidité

Exemple 1
Déterminer la matrice de rigidité de la poutre m; m,
console suivante a 02 DDL. D ® o
L/2 L/2

On passe par la flexibilité puis on inverse

R 1

S0Te . é}

Verechaguine

1
xst=EJMmdx X = == YG A
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Développement matrice de rigidité ~ Exemple 1

f,1 : Diagramme 1 x Diagramme 1
fy, : Diagramme 2 x Diagramme 2
fi2 : Diagramme 1 x Diagramme 2
f21 : Diagramme 2 x Diagramme 1

2L
32 | P

m | ® Yc
le%y‘
2

1L1L ye 3L/2

A=-——= 3
222 L/2 L/2
—f.= ~yGA= L2—
—f11—ay El 3 /
L3
J1 =528

m, my
D @ o
L/2 L/2

2
wo 2=
2 L L

13 L?

© Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Développement matrice de rigidité ~ Exemple 1 D
L/2
fi,?
f..? 2L
& 32 1P=1
M Q// ® A
L 4
L2
i |
i L Yo * e
1 _
A;==LL Y1c=0 2L L
2 5L/18 a=itl Ye_32732
1 Y26 _ ~222 L L
A, = L/ZE(L+L/2) L2 = L2
15, I
1 5, 3L Xgp = = ——L—
Xoe = f12= ;gL 5 = f2a1= el
B 5L3 573
f12 = 48EI Jo1 = 48EI

E Pour simplicité on pouvait diviser le trapéeze @ en triangle + rectangle © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Développement matrice de rigidité Exemple 1 D m, m,
L/2

L/2
Ainsi la matrice de flexibilité sera : /

- L3 5L3]
[f] = |24E1 48EI| _ L® [2 5]

5L  L* | 48EIl5 16
48EI  3EI!

En inversant, on obtient la rigidité

A8EI _
K== lig :;]
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Développement matrice de rigidité ~ Exemple 1

Cas pratique, si on connait la rigidité de chaque élément, on peut facilement
calculer la matrice de rigidité globale

On définit un poteau ou poutre par 02 nceuds (i, j). Si on a 1SDDL par nceud,
on aura: l J

k) =" jﬁﬂ :

Si on a plusieurs éléments on fera une sommation (Assemblage)

m;
.3
k3 0 1 2 3
m;
8 L T—r |
m, | k2 iy |k, + K —k, 0 1
® K] = 1 1 2 2
" ky lytky k|
! 0 _k3 k3 3
0

Assemblage.
Valable pour plusieurs DDL par nceud
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Propriétés de la matrice de rigidité

*» Définie positive

1
L’énergie élastique est : V= 2 UTKU > 0

Elle posséde toujours une inverse (la flexibilité)

[f] = [K]~*
, s . s . Le travail de P, dans le champ
< Symetrique  Par theoreme de Betti , est égal au travail de P, dans

le champ U,

k.=k.  Pour i#
K] = [K]

<+ Bandée Exemple :

Tridiagonale pour les poutres
droites ou bien les structures a
plusieurs niveaux
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Développement des matrices M, C et K

lii. Développement de la matrice C.

L’amortissement reste a ce jour tout a fait vague.
Il est évalué empiriquement.
Généralement :

q .
C=M) a;(MK) (8-21)
2

Ou:
a, : Multiplicateur scalaire
q : Nbr arbitraire tel que q < nbr de DDL

Les « a, » sont généralement déterminés a partir des modes par:

1 21
$n =35 o, Z a; Wy (8.22)

l
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Développement des matrices M, C et K

q
_ i 1 )

iii. Développement de la matrice C. C = MZ a;(M'K) &= cw Z a; Wy
i=0 "

l

Pour g=1, on a le modéle de Rayleigh
C = Ao M + aq K (823)

a, et a, sont reliés a n’importe quel mode « j » par:
0 1

QAo ale

$j (8.24)

Si on connait «§1» (correspondant a w4) et «&,» (correspondant a w»)

_ 20102(§201 — §1w2)

Ao = 2 2
17 @2 (8.25)
_ 2(§101 — §2w2)
a; = 2 2
w1 — W3

Les mémes propriétés que la matrice K
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Développement des matrices M, C et K

lii. Développement de la matrice C.

Quelques valeurs de I’'amortissement de la littérature:

Portique en béton armé 2a15%
Murs porteurs et préfabriqués 5a20%
Structure métallique (Halle...) 2a6%
Ponts en béton armé 3a15%
Ponts métalliques 2a10%
Constructions massives 5a10%
Sol de fondation 5a40%
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Développement des matrices M, C et K

iv. Développement de la matrice M.

02 approches:
1. Par concentration
2. Par masse cohérente

1. Méthode de la masse concentrée.

Exemple 1 : masse définie par unité de

longueur
1
a ‘
_ L
I m; =m-—
| 2 Z
A .
I l>
I m, =m— +m—
. 2 2

m (kg/m) : masse / unité de longueur

> La masse est concentrée au nceud.

» L’effet de I'inertie associé aux
translations verticales (cas des
poutres) et horizontales (cas des
portiques) sont considérées.

» L’effet d’inertie associé aux
rotations est négligé

Matrice diagonale
- miq 0
M= [ 0 mz]
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Développement des matrices M, C et K
iv. Développement de la matrice M.

Exemple 2 : masse triangulaire

1

mq{ =m--

_ m 6
/lm l
1 X , 2 m2:m§

Exemple 3 : masse générale

[y mx) dx
- fol m(x)dx

mq

J(x) m(x) dx
) Ol m(x)dx

m, =

E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Développement des matrices M,CetK  iv. Développement de la matrice M.

2. Méthode de la masse cohérente

» La matrice est pleine

» ll'y a un couplage entre les DDL de la structure

» Sa construction est plus laborieuse que celle de la masse concentrée
» Numériquement, un probléme de plus

'm]] m12 m]l- m]n-
20 T 2 2n < Dans la pratique, on
M=, o utilise souvent la
i g M o masse concentrée.
+» C’est suffisant.
m,; M,y . My .. -

Avec: m;; = fol m (x)P;(x) Y;j(x)d

ou: Vi(x)ety;(x)sontles équations de la courbe de déflection
pour les DDL iet|

Pour plus de détails, voir la méthode des éléments finis

Les mémes propriétés que les matrices Ket C
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Merci. Fin du chapitre 8




Dynamique des structures

Abdellatif MEGNOUNIF

Prochain Cours

Partie 2 : Systéemes a plusieurs degrés de liberté

Chap. 9

Mouvement libre non amorti
des SPDD

= COURS 9
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