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1. Introduction
Rappel équation du mouvement

mi(t) + cu(t) + ku(t) = p(t)
Dans ce chapitre p(t) #0

On s’intéresse a toute force dynamique (simple ou
complexe)

Réponse
% Force extérieure Vibration forcée de la structure
quelconque somme de < Mouvement selon la nature de
petites forces) I’excitation
’ ~ ]
< p(t) # 0 (forcee) > < Pour n’importe quelle force,
< Déplacement et/ou vitesse superposition de plusieurs
initiales connues (nulles solutions due a la superposition de
ou non nulles) charges de trés courte durée
% Solution par intégrale de Duhamel
ou par la méthode Pas-a-pas
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2. Réponse a une impulsion de trés courte durée

L’impulsion de trés courte durée est montrée ci-dessous:

p(t)

p(v)

L’idée est que n’'importe quelle force, elle peut étre la somme de
plusieurs impulsions de tres courte durée p(7) dt

En calculant la réponse due a une seule impulsion, on peut
retrouver la réponse totale par sommation, en utilisant le
principe de superposition
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Réponse a une impulsion de treés courte durée

L’impulsion de trés courte durée égale a P,, a t=t, |
P

mii(t) + ku(t) = p(t) (6.1)

Avec Cl: u(t) =u(0) =0

En intégrant sur un intervalle de temps « At » trés court, et on prend
la limite qd « At — 0» on aura:

At At
li mii(t) + ku(t) )dt = lim t)dt (6.2)
dim | (m i) +ku(®)de = lim | = p(®)
Sachant que:
At At X
I i(t))dt = i 1(t = mu|0 6.3
A ) (mii(t)) Jim [ma(6)]s [07] (6.3)
At
lim [ (ku(t))dt=0 (6.4)
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Réponse a une impulsion de trés courte durée

Posons
At
lim t)Ydt = J 6.5
A ), p(t) (6.5)

En remplacant (6.3) et (6.5) dans (6.2), on aura
7 =mu[0 ] (6.6)

D’ou: i
[0 ] == (6.7)
m

Soumettre un systéme a une impulsion «J » revient a lui communiquer
L] - - - . + 7 - - L} L} - n
une vitesse initiale [0 | = — qui sera une condition initiale pour

entamer le vibration (déplacement initial nul).
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Réponse a une impulsion de trés courte durée

Apres dz, le systeme est en oscillation libre

u(t) = A cos(wgt) + B sin(wyt)

J
A - = u d — =
vec: uldr] =0 |d7] m
En remplagant, on aura
u(t) = sin(wgt) (6.8)

mawoy

D’une maniére générale, si I'impulsion «J » agit a « t= 7 », on aura

Non amorti u(t) = Sin(wo(t - T)) (6-9)

mawy

Si le systeme est amorti, on aura:

amorti u(t) = e“f“’O(t‘T)sin(wa(t —T)) (6.10)
a
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3. Réponse d’un SSDDL a une excitation quelconque

» Sa variation dans le temps est quelconque
» Certaines excitations sont définies par des graphes de variation

» La solution analytique est généralement complexe.

04 méthodes peuvent étre utilisées
v' Méthode de l'intégrale de Duhamel
v La méthode de la transformée de Laplace
v" La méthode de la transformée de Fourier

v Méthode numérique Pas-a-pas.

Les plus utilisées: Duhamel et pas-a-pas
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation quelconque

i. Méthode de I'intégrale de Duhamel 'Y

Dans cette méthode, p(t) est
considérée comme la somme de
plusieurs impulsions de tres courte
durée.

p® | | !

L’aire hachurée est une impulsion i de
typique p(r) dra « t=1 »

Supposons que les Cl ne sont pas nulles: u(0) = u, etu(0) =t

Laréponse pour t =17,  Nonamorti

u(t) = (’:)_1;)1) sinwy(t — 7, ) + (ug Jcoswy(t — T, ) +

t
j p(T)sin(wy(t — 1))dT
T
(6.11)

Wy

Pour des Cl nulles:  u(0) = u -, et u(0) = 1,,=0

@ ) = maw,

t
f p(T)sin(we(t —1))dt  (6.12)
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation quelconque

>

p(t)]

i. Méthode de I'intégrale de Duhamel :’—\ J—

s~

~
-

=

Pour un systeme amorti, on aura - | Ly

Avec des Cl ne sont pas nulles: u(0) = u, etu(0) =t

Laréponsepour t=t, . .n

1
u(t) = — (g, + Ewour,)e 30" Tsinw, (t — 7, ) + (ug,)e 30T cosw, (t — 7 )
a

t
+ j p(t)e 0" Dgin(w,(t — 7))dT

(6.13)

Pour des Cl nulles:  y(0) = u - et u(0) = 1,,=0

t
p(t)e %0t Dgin(w, (t — 1))dt (6.14)

u(t) =

mawg T,
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation quelconque sod
i. Méthode de I'intégrale de Duhamel E’—\ —
: p(®) i
Cas d’une excitation du support par ’ e
>4 2
T dt

une accéleration u,
Il faut juste remplacer p(7) par « m i, » dans les éq. (6.11), (6.12), (6.13)

et (6.14).

Exemple pour des Cl nulles: u(0) = Uy4= et u(0) = 1u,,=0
t _q ot

p(T)sin(we(t —1))dt = — | Uy(T)sin(wy(t — 1))dt
@Wo Jt, (6.15)

Non amorti U(t) =
m(l)o T,

amorti
t

tiy()e 50 Dsin(wy(t — D)dT (6.16)

1t _
u(t) = j p(T)e 0t Dgin(w,(t — 7))dT = —
s ) PO E=T)dT=2m |

On peut, par exemple, calculer I’effort tranchant, pour chaque cas
d’accélération du support

T(t) = ku(t) (6.17)
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4. Evaluation numérique de I'intégrale de Duhamel

» Souvent, le chargement est connu par des données
expérimentales (cas par ex. des séismes).

» Dans ce cas, le calcul analytique de I'intégrale de Duhamel n’est
pas possible.

» On arecours aux méthodes numériques pour Duhamel.

Nous considérons dans ce qui suit, le cas des Cl au repos

u(0) = U= et u(0) = u,1=0

@ © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Evaluation numérique de I'intégrale de Duhamel

i. Cas non amorti

La solution est (éq. 6.12)

u(t) = — Ttlp(r)sin(a)o (t —1))drt
Or sin(wy(t — 1)) = sin(wyt) cos(wyT) — cos(wyt) sin(w,T)
t t
D’ou: u(t) = sin(wgyt) ” Llp(r)cos(a)or)dr— cos(wgt) o Llp(r)sin(a)or)dt
t
Posons A(t) = j t;o(-c)cos(wor)dr et B(t) = L p(v)sin(wyr)dr  (6.18)
T, 1

Soit: u(t) = [A(t) sin(wet) — B(t) cos(wot)]  (6.19)

mawg

Il suffit juste d’évaluer A(t) et B(t) numeériquement
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Evaluation numérique de I'intégrale de Duhamel

i. Cas non amorti

Exemple, avant de généraliser,
supposons le cas simple de
variation linéaire de la fonction

a I'intérieur de l'intervalle « At; » T ¢ .
ti < X "
Ona: 4,-4i ;_ j p(t)cos(wyt)dT At
ti-1
t;
A=Al _ 1, j p(t)cos(woT)dT (6.20)
ti-g
et TOPL_ Tt By pa) =P, ) (6.21)
AP; At;
En remplacant (6.21) dans (6.20), on aura
j ®: - )cos(wer)d (6.22)
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- Z .0 0 P(z) A
Evaluation numérique de I'intégrale de Duhamel

P,
i. Cas non amorti APiI P(z)

Pi-1

ti .
A=Al 4, j (P + % (t —t_)))cos(wyT)dT (622)
tiy i

En intégrant (6.22), on aura:

APy (Ssinwgt; — sinwgt;_
Ai:Ai_1+(Pl-_1—t )( > ofi-1)

—1
o A ay (6.23)
2—1 [COS(,U()tl' — COS(Uoti_l + (l)o(tiSin(,()Oti — ti_lsin(l)oti_l)]

De facon similaire, on peut trouver B;

AP\ (coswgt; — coswt;_
Bi=Bi_1_<Pi_1—ti_1 1)( oli 011)_|_
Ati Wy
AP; (6.24)
——[sinwyt; — sinwyt;_1 — wo(ticoswyt; — t;_1coswyt;_1)]

Ayant A, et B, on peut calculer la réponse pas a pas

E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Evaluation numérique de I'intégrale de Duhamel

Ili. Cas amorti

La solution est (éq. 6.14)
t

() = TIP(T)e'E“’O(t‘T)Sin(a)a(t —17))dt
Or sin(wq (t — 7)) = sin(w,t) cos(w,T) — cos(wgt) sin(w,T)
et e 500(t-T) — o= iwot+iwoT — g—Swot y ptéwoT
t
= e~ ¥@olg; +EwoT
D’ou: u(t) =e sin(wgt) o, LIP(T)B cos(w,T)dT

t
—e @0l cos(w,t) f p(t)et$®Tsin(w,7)dT

aJT;
t t
Posons A(t) = Llp(r)e+zworcos(a)ar)dr et B(t) = Llp(r)e+zwofsin(war)df (6.25)
—Ewot
Soit: u(t) = — [A(D) sin(wgt) — B(t) cos(w,t)]  (6.26)

= Il suffit juste d’évaluer A(t) et B(t) numeériquement
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Evaluation numérique de I'intégrale de Duhamel

Exemple 1

Considérons le portique de la figure

ci-contre avec les données BN m= 438009
mentionnées, soumis a une force
excitatrice p(t) donnée par son
graphe de variation de la force par  __ | 5= W
rapport au temps. En supposant un
comportement élastique de la \
reponse dynamique, | [tott?/: 00 10 KN
i) Déterminer la variation de la L] L]
réponse en fonction du temps
en utilisant I'intégral de ,{,Nst)“
Duhamel avec une variation ( 9.6 KN

linéaire de la fonction.

t(s{

0.025 s 0.025 s
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Evaluation numérique de l'intégrale de Duhamel P EEB0

La pulsation propre : I e KLy £= 0%
p p p . Wo = = = 43800 = ra/s \ /
21

Tota
Kot = 3.94 104 KN/m

T=—=0=21s — —

Wo

En utilisant I'intégrale de Duhamel, on aura (éqgs.
6.15, 6.23 et 6.24):

t
u(t) = LJ p(D)sin(wy(t —7))dt  ul®) = = [A(t) sin(wot) — B(t) cos(wot)]

maw Jr, mw
Ap;)\ (sinwyt; — Sinwyt;_1)
A= a1+ (s =ty +
i -1 Pi—1 -1 Ati W,
Ap; . :
v [coswyt; — coswoti_1 + wo(t;Sinwgt; — t;_1Sinwyt;_1)]
ALY
Ap;\ (coswyt; — coswyt;_1)
Bi=Bi_1_(pia—tiapy) +
i _1_\Pi-1 i—1 At; W,
Ap; . :
Y [sinwyt; — sinwgt;_; — wo(t;coswyt; — t;_1co0Swyt;_1)]
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Evaluation numérique de l'intégrale de Duhamel

t p Ap AA
(N)
0 0
0,005 19320 19320 48,0287
0,01 38640 19320 140,8460
0,015 57960 19320 224,0650
0,02 77280 19320 291,6869
0,025 96600 19320 338,3011
0,03 77280 -19320 295,5787
0,035 57960 -19320 190,5520
0,04 38640 -19320 105,1204
0,045 19320 -19320 43,3534
0,05 0 -19320  8,2045
0,055 0 0 0,0000
0,06 0 0 0,0000
A=A _1+ <Pi—1 - ti—lA_pi
At;
Api
w3At

3|

u(t) =

AB

4,8191
33,4742
89,4949
170,3456

272,3304
318,1898
278,9065
217,1730
138,1253
47,5674
0,0000
0,0000

A

0,0000
48,0287
188,8747
412,9396
704,6266
1042,9277
1338,5064
1529,0584
1634,1788
1677,5322
1685,7367
1685,7367
1685,7367

(sinwgyt; — sinwgti_1)

Wy

mwo

[COS(A)()ti — COSwqti_1 + a)o(tiSinwoti - ti_lsinwoti_l)]

B

0,0000
4,8191
38,2934
127,7882
298,1338
570,4643
888,6540
1167,5605
1384,7336
1522,8589
1570,4263
1570,4263
1570,4263

u(t)

(mm)
0,0000
0,0018
0,0146
0,0491
0,1155
0,2234
0,3775
0,5673
0,7773
0,9919
1,1951
1,3734
1,5209

Bz=Bi_1_<Pi—1—t
Ap;

[A(t) sin(wyt) — B(t) cos(wyt)]

T=uk/’2 M=T.L/2

(KN)
0,00
0,07
0,58
1,94
4,55
8,80
14,88
22,35
30,62
39,08
47,09
54,11
59,92

(KN.m

0,0000
0,0904
0,7209
2,4193
5,6897
11,0006
18,5940
27,9382
38,2812
48,8486
58,8611
67,6421
74,9040

Api)

p(t

m = 43800 kg

§=0%

/'

To
Kiotar = 3.94 10 KN/m —

i

96.6

I 0.025's 0.025 s

(coswot; — coswoti_1)

Wy

[Sin(l)oti — Sinwoti_l — wo(tiCOSwoti — ti_lcosa)oti_l)]
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Evaluation numérique de I'intégrale de Duhamel

Réponse dynamique

1,60
1,40
1,20
1,00
EQ%
> 0,60
0,40
0,20
0,00
Q&§ $§§d&§f §&$Q¢&$Q§§§d§
Temps (s)
Effort tranchant
35,00 80,00
30,00 70,00
25,00 60,00
= 20,00 g 50,00
é’ 15,00 :i 40,00
= 30,00
10,00 20,00
5,00 10,00
0,00 0,00
© Qan 69\ 09'@ 090/ QQQ’ QQOJ 090’% Q«Qb‘ 09@ Q«Q(o 69(06 ®

p(t m = 43800 kg
E=0%
~ /
s kit = 3.94 104 KN/m ..
f(s)
0.025s 0.025s g
Moment fléchissant
Q H N &) a9 (o) G} 2} Y \2) ) %) ©
QQQ ng Q«Q\ QQ Q\erl QQ Q\é’o QQ va Q«Q Q«Qb QQ
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Evaluation numérique de I'intégrale de Duhamel

Considérons le portique de la figure

Exemple 2

ci-contre avec les données

m = 75 000 kg
mentionnées, soumis a I’excitation 4
du support donnée par son graphe
de variation de I’accélération du sol £ = 0%
par rapport au temps. En supposant °m
un comportement élastique de la
réponse dynamique,
i) Déterminer la variation de la ' E=" 410 N —
réponse en fonction du temps —
en utilisant I'intégrale de ) Us
Duhamel avec une variation (m/gf | .
linéaire de la fonction ; )
1I.2 i A o5
1\025 ! o | 0;62/7\‘/\‘ 2,
0.1 >:0/ 0.32 v 0.53 0\8/0] {(s)
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m = 75000 kg

Evaluation numérique de l'intégrale de Duhamel t

Les poteaux encastré-encastré, d’ou (voir = 0%

El
chap 2). k=12 3 ’\
1.4 10" v El=1.410% N.mm?

AN : k= (12255 ) = 13 440 N/mm — »
La pulsation propre : f f =13387d/s ¥ a7
/\ gl
T:_ — 0475 01\/ 0.32 053V0 |
Wo

2.7

En utilisant I'intégrale de Duhamel, on aura (égs. 6.15, 6.23 et 6.24):

. t 1
Pmsque u(t) = ij ll'g(‘t)sin(wo(t —1))dt u(t) = w—O[A(t) sin(wyt) — B(t) cos(wqt)]

p(r) = m 1i, () @0 Jr,

. AU\ (sinwyt; — sinwyt;_,)
A=Al _ 1+ |0,  —ti—2 — S
-1 Atl (,()0
AUgl I
—— [coswyt; — coswpti—g + wo(tiSinwyt; — t;_1Sinwgt;_1)]
) AU\ (coswot; — coswyti_q)
BL:Bi_l_ Ug _tl—l g o St +
-1 Atl (,()0
AUg1 . ,
—— [sinwgt; — sinwgt;_y — wo(ticoswot; — t;_1coswoti_q)]
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Evaluation numérique de I'intégrale de Duhamel

m = 75000 kg
t U, AA AB A B u(t) T=uk/2 M=T.H/2
(m/s?) (mm) (N) (KN.m)
£= 0%
0.0 0 0,0000  0,0000 0,000 0,00 0,00 5m
0.1 12 00357 00445 00357  0,0445 1,828  12286,98 30,72 N /
v E?f 1.4 10 N.mm2
025 -1.0 00270 0,0438 00627  0,0883 5516  37070,37 92,68 m— —_— m—
ﬁg

032 37 -00557 -00763 00070 00119  -0,103  -691,53 1,73

0.41 -2.7 -0,0477 -0,0512  -0,0407 -0,0393 4,227 28402,76 71,01

0.53 2.2 -0,0273  0,0736 -0,0680 0,0343 -5,444 -36586,98 -91,47

0.62 -0.8 0,0353 0,0543 -0,0327 0,0886 0,621 4170,11 10,43
0.7 0.5 0,0044 -0,0139 -0,0283 0,0748 5,454 36648,53 91,62

1.0 0 -0,0179 -0,0435 -0,0462 0,0312 -4,111 -27628,13 -69,07

u(t) = wio [A(t) sin(wyt) — B(t) cos(wyt)]

A % . AUg;\ (sinwot; — sinwoti—1) N F— - . AUgi (coswyt; — coswyti_q1) N
i — 14 9i-1 -1 Ati Wo i —1_ 9i-1 -1 Ati wo
AU, , , AUg; .
DZAL [coswot; — coswgti_1 + wo(tisinwot; — ti—1Sinwoti_1)] > [sinwot; — sinwgt;—1 — wo(ticoswot; — t;_1coswot;—_1)]
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5. Evaluation numérique de la réponse dynamique des
systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

» Souvent, le chargement est connu par des données
expérimentales (cas par ex. des séismes).

» Dans ce cas, la résolution analytique de I’équation du mouvement
n’est pas possible.

» On arecours aux méthodes numériques basées sur des
suppositions de variation de déplacement, de vitesse ou
d’accélération a l'intérieur d’un petit intervalle.

» Equations d’équilibre incrémentales.

> Tres utilisée pour les systemes non linéaires (la seule).
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

i. Equations d’équilibre incrémentales

u=u(t

k [N/m) N

m [ke] —> p(t) PRI
Z_WQ?N - P p(t)

¢ [N s/m] 7% —— o

[ke/s]
fi®) +fi O+ fi () =p() (6.27)
mii(t) + cu(t) + ku(t) = p(t)
fa(t) 4 f.(t) &
Tanggpte
fa(t + At)|-- f(t+ A -4
Af(t) 27 | AR () & |

(1) ---:I _____ . \T Linéaire ft) [7°7 - < I" ! Linéaire

: : : !

- A(t) L Au(t)

u(t) a(t + At) Z(t) tlt(t) w(t + At) Z(t)
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

i. Equations d’équilibre incrémentales () &

Tangghte

fa(t +At) - -----2%
Yo 2

IAVE % , Linéaire

Apreées un court temps «At » on aura: —

fi(t+ AV +f, (t+ AY) + £, (t+ AY) = p(t+ At) (6.28) WO aEran

fi(t) 4

»

Soustrayant (6.27) de (6.28), on aura:

ft+At) F-------- =
1 Afi(t) 2

fi) T-7 "7 7 Linéaire

AL (1) +AF(O)+AF (O=Ap(t)  (6-29) ﬂ—(;
Equation d’équilibre incrémentale u® uitm) "uw
Soit: "0
m AiI(E) + ¢ Ain(t) + k Au(t) = Ap()  (6.30)  ,,[-Fe T
—
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)
ii. Meéthode pas a pas

La méthode consiste a évaluer approximativement les dérivées
de I’équation du mouvement et générer une solution pas a pas
pour un intervalle « At ».

La méthode la plus utilisée consiste a
supposer une certaine variation de
I’accélération dans l’intervalle de temps
« At ».

Accélération moyenne

(i + i)

Méthode de Newmark 8

i~
—_~
~
h
‘
>

Variation constante (Moyenne) :
Newmark B=1/4

Variation linéaire: Newmark 3=1/6
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

ii. Méthode pas a pas

Méthode de I’accélération constante : Newmark 3=1/4

ity
__________________________ u|+1
AuI / AuI J ulll Accélération
___________ moyenne
@ =3 (iti + tis1)
a; U; Ui 1w Ui 1 S t
) At At At
ti ti_|_1 ti ti+1 ti ti"'l
Accélération Vitesse Déplacement
Avec _ 1 %0 . 6 31
aj _E(ui-l_uiﬂ) (6.31)
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

ii. Méthode pas a pas Newmark g=1/4
1 . .
a; = ) (it; + 1)

En intégrant I’accélération, on aura:

Li+1 tit11
j w(t)dt = f = (i; + u)dt
ti ti 2
ul 17 = (ul + ul+1)At D’ou ul +1— ul + - (ul + u1+l)At (632)

Intégrant I’éq. 6.32:

2
At? . : Aty
i = WAL + TL (i, +ii,,) Dou w4 =u;+ WAL+ TL (i + itiy,) (6.33)

ui+1—u

Généralement on travaille avec la forme incrémentale, avec

Auizui+1_ui Aui:uiq-l_ui Aﬁi:ﬁi*-l_ﬁi (6'34)

Ap; = Pi .1~ Pi
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

ii. Méthode pas a pas Newmark pg=1/4

L’équation (6.33) devient

At? L
u; 1 = u+ WAL+ — (i + i)

2 At?

At : & ..
Uu; +1 u; = 1:liAti + TL (ﬂj—i-l — ul + 2u1) Aui = uiAti + TL (Aui + 2ui)

Ait, = — (Aw; — i AL) — 2ii;  (6.35)

At
En combinant (6.32) et (6.33) 2
On aura 1. 2 -
P (it; + itiyy) = F (Au; — w;At,)
W1~ W= (u )AL =+ . (Au,- — WAL
: 2 :
Au; == EAu,- — 21, (6.36)
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

ii. Méthode pas a pas Newmark g=1/4

L’équation du mouvement est vérifiée sous forme
incrémentale, on aura (éq. 6.30):

En remplacant (6.35) et (6.36) dans (6.30), on aura:

4 2
m (_2 (Aul — u,Atl) — Zu,) + C (_ Aui — Zul) + k Au,- = Apl

En réarrangeant les termes, on aura:

(k+ic+im> Au; = Ap; + (4_m_ ZC) u; + 2mu; (6.37)
At AE? ‘ "\AL ‘ ‘
2 4 4m : .
En posant : A=k+ AL c+ AL m  B=Ap; + (Ati — 2C> u; + 2mu; (6.38)
On aura:
AAu; =B Au; = B/A (6.39)

A: rigidité équivalente
E B: Force d’excitation équivalente © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

ii. Méthode pas a pas Newmark g=1/4

Les valeurs initiales de «u,» et «i;,» sont connues, la
valeur initiale de «ii,» sera calculée par I’équation du
mouvement.

On peut entamer le processus pas a pas
» On calcule A et B (6.38), puis on détermine Au; (6.39)
» On calcule Au; == ﬁAui — 2u; (6.36)

|
> Ondéduit:ﬂi+1=Ai1i+iLi et ui+1=Aui+ui

Pb avec ’accélération. Elle est trés sensible aux changements de rigidité

> Si le probléme est linéaire, on calcule (6.35) Aii; = é(Aui — W;AL) — 21

> OnDéduit: ii; , 1= Ail; + i

> Si le probléme est non linéaire, it; , ; est calculée directement de
4 - by LX) 1 .
I’équation du mouvement a « t=t;,4 » ;.4 = - (D1 — Wy 4 — kuy  4)
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

ii. Méthode pas a pas

Méthode de I’accélération linéaire : Newmark 3=1/6

Accélération

______ ! linéaire
iL; iur Ui 1 u; Ui 1 Ui Wi t
At At < At >
t; Tt 4 L; ti 1 4 ol
Accélération Vitesse Déplacement
Du graphe U, ;T -
AU ; At
ol .. Au,
D’ou it, = i+ v (T —t) (6.40)
i
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

ii. Méthode pas a pas Newmark $=1/6

i’l(th
. _I_Aili T —1)
U; = U; T — | [CENS . S
Ati ulll’ [~ ;—‘ - Accélération

I

[ A B
l——p! linéaire
1 1

En intégrant I’accélération, on aura:

RALE
ti+1 ti+1 Ail ; t; Tl 4 t
J u(t)dr = j u+——(t —t)dr
l l
. ] . i Aul(tz 1—t2) y . o % Ati o
u; +17 u; = uiAti — A_tltlAtl + Atl Lt 5 L D’ou U; +1 = u; + Ati‘l’li—F? Au'i (6.41)
Intégrant I’éq. 6.41:
At? At? At? At?
U, 1—U; = ulAtl + _lul + —lAul D’ou U, 1=UuU; + ulAtl + : ul + : Aul (6-42)
U 2 6 + 2 6
De I’équation (6.42) on tire « Aii; » et on la remplace dans (6.41)
Adp— 6 A 6 . 33
Azt gt At (6.43)
At

Aui:A_tiAui = 3 — —i; (6.44)
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

ii. Méthode pas a pas Newmark $=1/6

il(t)x
L’équation du mouvement est vérifiée sous forme ot o
incrémentale, on aura (éq. 6.30): iy | bt i

t,-Tti+1 t

En remplacant (6.43) et (6.44) dans (6.30), on aura:

3 At;
m (— Au; ——u, 3u) +c (—Au1 3u,; — Tui) + k Au; = Ap;

En réarrangeant les termes, on aura:

3 6 B 6m : At (6.45)
(k + EC + Em) Au; = Ap; + (Ati + 3c) u; + (3m + 7c)ui
3 6 4m , 37 6
Enposant: A=k+ A—tlc + A—zm B=Ap; + (Ati — 2c> uw; + 2mu;k + Atic - A m  (6.46)
On aura:
AAu; =B Au; = B/A (6.47)

A: rigidité équivalente
E B: Force d’excitation équivalente © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

L

ii. Méthode pas a pas Newmark $=1/6 ii(t)
Procédure : la méme

WUisq ..
Les valeurs initiales de «u,» et «it;» sont connues, la
valeur initiale de «ii,» sera calculée par I’équation du

mouvement.

On peut entamer le processus pas a pas

» On calcule A et B (6.46), puis on détermine Au; (6.47)
> On calcule Ai=rAu — 3 — ik, (6.44)
|

> OndédUit:ui+1=Aai+ui et ui+1=Aui+ui

Pb avec I'accélération. Elle est trés sensible aux changements de rigidité

> Si le probléeme est linéaire, on calcule (6.43). Aﬁi=§Aui — Aitui — 3
i i

> OnDéduit: ii; , 1= Ail; + i

> Si le probléme est non linéaire, it; , ; est calculée directement de
4 - by LX) 1 .
I’équation du mouvement a « t=t;,4 » ;.4 = - (D1 — Wy 4 — kuy  4)

E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

Résumé de la méthode de Newmark

B=1/4 : Accélération constante
B=1/6 : Accélération linéaire

Données

v" Les valeurs initiales de «u,» et «i;» sont connues, la valeur initiale de «ii,» sera
calculée par I’équation du mouvement.

AN

«At;» Généralement connue, sinon on prend = T/20

AN

«Ap» Généralement connue par sa courbe ou par son expression mathématique.

v ¢, met k: Connues (Dans certains cas « k » et/ou « ¢ » varient avec le temps
(probléme non linéaire)

Procédure

> On calcule A etB
A= k+BA2m+ZBAt et. B=Ap;+ lBAtm+ZB]u+[23m+AU<4B 1>clili

» On calcule Au; = B/A
> Ondéduit:u; ;= Au, + ui
BAI] %ui—mi<ﬁ—1)ui
» Ondéduit:u; ;= Au;+
@ © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

Résumé de la méthode de Newmark

B=1/4 : Accélération constante
B=1/6 : Accélération linéaire

Procédure

Pb avec I'accélération. Elle est trés sensible aux changements de rigidité

1

> Si le probléme est linéaire, on calcule Aii= Au; — ﬁui — ﬁﬁi
|

1
BAL;
> OnDéduit: i1, , 4 = Aii; + il

> Si le probléeme est non linéaire, i; , ; est calculée directement de I’équation du
5 . 1 .
mouvement a « t=t,.4 » i, = o (pi+1 —CU; 11— ku; + 1)

E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Vibrations forcées harmonique amorties

Exemple 1 Comportement linéaire

Considérons le portique de la figure
ci-contre avec les données
mentionnées, soumis a une excitation
de support dont la variation de
I’accélération du support est donnée
sur le graphe. En utilisant la méthode
pas-a-pas dans ses 02 versions
(Newmark B=1/4 et =1/6), calculer

i) La variation de la réponse
dynamique jusqu’au temps t=1.0 s
On suppose que la structure a une grande

capacité pour répondre dans le domaine
élastique.

Le systéme est au repos.

m = 18 000 kg

c=25000N.s/m

‘\

Total

/

k = 880 000 N.m
L] - L]
Ug
U, 2.5
m/ 4> 2.0
16/ 1
[T I\ 12
Mo i\es
AN
E : : E : ! (s)
01 02 03 04 05 06 0708 10
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

Exemple 1

Données

.0

> Systéme au repos : uy, = 0.etu, =0

/
000

De I’équation du mouvement ii;, = i(po —ctg— kuy) =0

Ati = 0.1

«Ap» Donnée par le graphe pour chaque Af;

% ¢=25000 N.s/m; k;,=880000 N/m et m=18000 kg.
> Probleme élastique

/
000

/
000

L 4
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

Exemple 1

Procédure

> On calcule AetB

1925000
A=k = 1 2 = 880000 + ————
+BA2m+ZBA1C 880000+BO.12 8000+2BO1 5000 + 8
| 1 192500] . 9625
B=Api + lmm + mc] ui+ [mm + Ati (m — 1) ] u;=Api + [ u;+ B 2500]

»> On calcule Au; = B/A

» Ondéduit: u; 4 = Au; + ui
» On calcule A= BAtlA zﬁ — Ati (43 1) = 3 Au; —
» Ondéduit : u; | = Au; +

0.5 . (0.025
i

; —u; — W—Ol)u,

inéai RN g B B
>Pb||nea|re,Aui—ﬁA2Au, ,BAtu‘ 2'Bu, BAu, Bu‘ Bu,

» OnDéduit: i = Al + iy
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

Exemple 1
Resultats ~ (Newmark B=1/4)

t(s) higmss)l P(N) u(t) m) | mys) [in(H) (m/s?)| Ap (N) | A(N/m) | B (N) Aui(m) | Adi(m/s) | Aik (m/s?)
0,0 0,0 0 0,0 0,0 0,0 7200 | 8580000 [ 7200,00 | 0,000839 |0,016783| 0,335664
0,1 0,4 7200 0,000839 |0,016783|0,335664 | 21600 | 8580000 | 46606,99 | 0,005432 | 0,075075| 0,830163
0,2 1,6 28800 | 0,006271 (0,091858|1,165827 [ 16200 | 8580000 | 128900,28 [ 0,015023 | 0,116751 [ 0,003371
0,3 2,5 45000 | 0,021295 |0,208609(1,169198| -9000 | 8580000 | 193720,11 ( 0,022578 | 0,034344 | -1,651518
04 | 20 36000 [ 0,043873 |0,242953|-0,482320(-14400| 8580000 | 155310,26 | 0,018101 |-0,123877| -1,512907
0,5 1,2 21600 | 0,061974 |0,119076 |-1,995227|-12600| 8580000 | 7260,06 | 0,000846 |-0,221228| -0,434107
0,6 0,5 9000 0,062820 |-0,102152(-2,429334| -3600 | 8580000 |-169713,36|-0,019780 (-0,191297| 1,032719
0,7 0,3 5400 0,043040 |-0,293450|-1,396615| -5400 | 8580000 |[-281634,52|-0,032825 |-0,069591| 1,401409
0,8 0,0 0 0,010216 |-0,363041(0,004794 0 8580000 |-279368,88|-0,032560 | 0,074872| 1,487856
0,9 0,0 0 -0,022345 |-0,288169( 1,492651 0 8580000 |-168154,43|-0,019598 [ 0,184369 | 0,702077
1,0 0,0 0 -0,041943 |-0,103800(2,194728 0 8580000 | -915,60 |-0,000107 [0,205465| -0,280151
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

Exemple 1
Reésultats ~ (Newmark =1/6)
t(s) higm/s)l P(N) u(t) m) |u@mys) [it(t) (m/s?)] Ap (N) | A (N/m) B (N) Aui(m) | Aui(m/s) | Aiii (m/s?)
0,0 0,0 0 0,0 0,0 0,0 7200 | 12430000 [ 7200,00 0,000579 | 0,017377 0,347546
0,1 0,4 7200 0,000579 | 0,017377 | 0,347546 | 21600 | 12430000 | 60872,73 | 0,004897 | 0,077408 0,853068
0,2 1,6 28800 0,005476 | 0,094785 | 1,200614 | 16200 | 12430000 | 192011,02 | 0,015447 | 0,119035 | -0,020532
0,3 2,5 45000 0,020924 | 0,213820 | 1,180083 | -9000 | 12430000 | 303161,90 | 0,024390 | 0,031221 | -1,735740
0,4 2,0 36000 0,045313 | 0,245041 (-0,555657| -14400 | 12430000 | 237922,82 | 0,019141 |-0,133111 | -1,550906
0,5 1,2 21600 0,064454 | 0,111930 (-2,106564 | -12600 [ 12430000 291,95 0,000023 |-0,229758 ( -0,382039
0,6 0,5 9000 0,064478 |-0,117828(-2,488603| -3600 | 12430000 |-277186,64| -0,022300 |-0,191080| 1,155602
0,7 0,3 5400 0,042178 |-0,308908(-1,333001| -5400 | 12430000 |-435837,29| -0,035063 | -0,058525| 1,495493
0,8 0,0 0 0,007115 |-0,367434( 0,162492 0 12430000 |-415408,22| -0,033420 | 0,091582 1,506660
0,9 0,0 0 -0,026305 |-0,275851( 1,669152 0 12430000 |-226387,86| -0,018213 | 0,197706 0,615822
1,0 0,0 0 -0,044518 |-0,078145| 2,284974 0 12430000 | 35987,08 | 0,002895 | 0,207042 | -0,429101
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systémes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

Exemple 1

Resultats ~ Graphes de réponse

Réponse dynamique
u (m) =—Beta 1/4 e==Beta 1/6
0,08

0,06

0,04

0,02

-0,02

-0,04

-0,06
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Vibrations forcées harmonique amorties
Exemple 2 Comportement non linéaire

Considérons le portique de la figure ci-
contre avec les données mentionnées,
soumis a une charge d’excitation p(t) dont
la variation par rapport au temps est
donnée sur le graphe. Les colonnes de la
structure commencent a céder 0,3 s aprés
le début de I'excitation du sol. En utilisant
le modele Elasto-Plastique parfait
représenté dans le graphe suivant et en
utilisant la méthode pas-a-pas Newmark
B=1/6, calculer

i) La variation de la réponse dynamique
jusqu’au temps t=1.5 s Fy
Le systéme est au repos.

pio

L

p(t

m = 3000 kg

c=2000N.s/m

Total
k=120 000 N.m

16 15

inélastique (résiduel)

I 1 0 o
0.2 04 06 08 10 12 1.3
Fi(KN)4 t(s)
K
Z t°:1020 000 N/m
S kg Ky
) u
S SRR
§ K u~=déplacement
<

Modele Elasto-

Plastique Parfait
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

Exemple 2

Données

&

> Systéme au repos : uy, = 0.etu, =0

L)

/
000

De I’équation du mouvement ii;, = i(po —ctg— kuy) =0

At = 0.1

«Ap» Donnée par le graphe pour chaque Af;

c =2000N.s/m

Kiot= Varie avec le déplacement et m=3000 kg.

Probléme non linéaire selon le modéle élasto-plastique parfait ou
f,=13,97 KN

% Méthode de Newmark B=1/6 (Variation linéaire de I’accélération)

/ / / /
000 000 000 000

/
000

&
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

Exemple 2

Procédure

> On calcule AetB
m

G
A:kl‘l‘

4+
BAE?  2BAt;

1 1 g 1 [ 1 %
B=Ap; + lmm + Ecil u;+ lmm + Ati (4‘_B — 1) Ci] u;

» On calcule Au; = B/A

» On déduit : u; 1 =Au;+ ui
» On calcule Au= BAUA zﬁ — Ati (43 1) (17
» On déduit : u; 1= A+

1 ..

. \ .. .1 1 1
> Si le probléme est linéaire, on calcule Aii= BAL Au, BAT u; 28 i,

» OnDéduit: ii; , | = Ail; + il

> Si le probleme est non linéaire, ii; , | est calculée directement de
y - Y LX) 1 .
I’équation du mouvement a « t=t;,1 » i = — (Dir1 — cwy 1 — kuy 1)
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

Exemple 2 T
On commence par supposer un comportement élastique
Résultats linéaire pour avoir une idée sur I'effet de la non linéarité.
On suppose k=120 000 N/m

_ — . ——
ts) | PN | u(t) ) [rom/s)| (0| ap (KN) | A (KNim) | B (KN) | uslm) | aag(m/s)| (o | Usaioe
0,0 0 0,0 0,0 0,0 4 1980 4,00 0,0020 0,0606 1,2121 0,0000
0,1 4 0,0020 0,0606 1,2121 6 1980 28,30 0,0143 0,1864 1,3039 | 0,0333
0,2 10 0,0163 0,2470 | 2,5161 6 1980 74,84 0,0378 0,2671 0,3100 | 0,0833
0,3 16 0,0541 0,5141 2,8261 2 1980 123,34 0,0623 0,1852 -1,9486 | 0,1333
0,4 18 0,1164 0,6993 | 0,8775 -3 1980 135,05 0,0682 -0,0955 | -3,6647 | 0,1500
0,5 15 0,1846 0,6038 | -2,7872 -4 1980 82,94 0,0419 -0,4153 | -2,7321 | 0,1250
0,6 11 0,2265 0,1885 | -5,5193 -3 1980 -18,17 -0,0092 -0,5648 | -0,2565 | 0,0917
0,7 8 0,2173 -0,3763 | -5,7758 -2 1980 -124,55 -0,0629 -0,4695 2,1624 | 0,0667
0,8 6 0,1544 -0,8457 | -3,6134 -2 1980 -192,19 -0,0971 -0,1941 3,3453 | 0,0500
0,9 4 0,0574 -1,0398 | -0,2681 -1 1980 -196,84 -0,0994 0,1503 3,5431 0,0333
1,0 3 -0,0421 -0,8895 | 3,2750 -1 1980 -136,64 -0,0690 0,4344 2,1374 | 0,0250
1,1 2 -0,1111 -0,4551 | 5,4124 -1 1980 -36,39 -0,0184 0,5432 0,0397 | 0,0167
1,2 1 -0,1294 0,0881 5,4522 -1 1980 65,01 0,0328 0,4480 -1,9453 | 0,0083
1,3 0 -0,0966 0,5361 3,5069 0 1980 131,63 0,0665 0,2107 -2,7996
1,4 0 -0,0301 0,7468 | 0,7073 0 1980 145,34 0,0734 -0,0736 | -2,8871
1,5 0 0,0433 0,6732 | -2,1798 0 1980 105,37 0,0532 -0,3140 | -1,9195
1,6 0 0,0965 0,3592 | -4,0993 0 1980 29,51 0,0149 -0,4256 | -0,3125
1,7 0 0,1114 -0,0663 | -4,4118 0 1980 -52,48 -0,0265 -0,3756 1,3107
1,8 0 0,0849 -0,4420 | -3,1011 0 1980 -110,43 -0,0558 -0,1922 2,3590
1,9 0 0,0291 -0,6341 | -0,7421 0 1980 -124,70 -0,0630 0,0501 2,4858
2,0 0 -0,0339 | -0,5841 1,7437 0 1980 -92,77 -0,0469 0,2594 1,7011
2,1 0 -0,0807 | -0,3246 | 3,4448 0 1980 -29,03 -0,0147 0,3618 0,3453
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

Exemple 2

Résultats

Déplacements (m)

0,25
0,20
0,15
0,10
0,05

0,00

-0,05
-0,10

-0,15

0,0

Réponse dynamique élastique

Réponse dynamique

—Elastique - Statique
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Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

Exemple 2 Reésultats Partie élasto-plastique parfaite

1 . i |dp| k A | feku [f=cu(D) | f=pff .

. t(s) | P(KN) | u(t) (m) [z(©)(m/s) (m(/s)z) (Kﬁ) (KN/m)| (KN/m) ("KN) a (KNg) (KN") 2| B (KN) | Au; (m) [ Adg; (m/s)
0 g 00| o 0,0 0,0 0,0 4 | 120 | 1980 | 0,0000] 0,0000] 0,0000] 4,00 [ 0,0020 | 0,0606
T o 01| 4 0,0020 | 0,0606 | 12121 [ 6 | 120 | 1980 | o0,2424] 0,1212] 3,6364] 28,30 | 0,0143 | 0,1864
@ = 02| 10 | 0,0163 | 02470 | 25161 | 6 | 120 | 1980 | 1,9578] 0,4940] 7,5482] 74,84 | 0,0378 | 0,2671
oS 03| 16 | 0,0541 | 05141 | 28261 | 2 | 120 | 1980 | 6,4936] 1,0282[ 8,4782 123,34 | 0,0623 | 0,1852

04 | 18 [£0,4164)] 0,6993 | 0,8775 | -3 0 1860 [(13,9690) 1,3986| 2,6324| 135,05 | 0,0726 | 0,0365

) 05 | 15 | 0,890 |[“0.z358 | -0,1472 | -4 0 1860 | 13,9700 1,4717] -0,4417 131,52 | 0,0707 | -0,0788
g 06 | 11 | 0,2597 | 06571~ -1,4280 | -3 0 1860 | 13,9700 1,3141] -4,2841| 106,22 | 0,0571 | -0,1866
® 07 | 8 0,3168 | 04705 | -233037 | -2 0 1860 | 13,9700] 0,9410[ -6,9110] 64,55 | 0,0347 | -0,2552
=+ [08] o 0,3515 | 0,2153 | -2.80027 ~2 | 0 1860 | 13,9700] 0,4306] -8,4006] 12,56 | 0,0068 | -0,3032
— x| 0,9 | 4 [0,3583)4—0.0880 | -32644 [ -1 [~ 420 | 1980 {(13,9690p -0,1759| -9,7931| -47,07 |-0,0238 | -0,2860

10| 3 0,3345 | -0,3740 | 22562 L -1 | 120 4 1980 [ 11,1165] -0,7480] -7,3686] -92,91 [-0,0469 | -0,1630

- 11 ] 2 0,2876 | -0,5370 | -0,8038 | -1 | 170 < <198 ,4855] -1,0740] -2,4115| -108,19 | -0,0546 | 0,0118
S 1,2 1 0,2330° ["-052517 T0407 | =1 120 T Tés%gtflmg) -1,0503| 3,1220| -89,21 |-0,0451| 0,1718
£ 13] 0 0,1879 | 03534 [ 2,3950 | 0 | 120 | 1980 | -6,4782] -0,7067| 7,1849| -43,93 |-0,0222| 0,2747
2 14| o0 0,1657 | -0,0786 | 3,0093 | 0 | 120 | 1980 | -9,1407] -0,1573] 9,2979] 13,58 | 0,0069 | 0,2867
= 15| 0 0,1726 | 02080 | 2,6340 | 0 | 120 | 1980 | -8,3179] 0,4160] 7,9019] 62,66 | 0,0316 | 0,1936
2 16 | 0 0,2042 | 04017 [ 12390 | 0 | 120 | 1980 | -4,5203] 0,8033] 3,7170] 85,98 | 0,0434 | 0,0359
o 17| 0 0,2476 | 04375 [ 05220 o | 120 | 1980 | 0,6909] 0,8750] -1,5659] 76,63 | 0,0387 [ -0,1254
S 18| 0 0,2863 | 03121 [ -19864 | 0 | 120 | 1980 | 5,3350] 0,6242] -59592] 39,97 | 0,0202 [ -0,2313
= 19] o 0,3065 | 0,0808 | 26397 | 0 | 120 | 1980 [ 7,7577] o0,1616| -7,9192] -8,99 |-0,0045| -0,2467
N 20 | o 0,3020 | -0,1659 | 22936 | 0 | 120 | 1980 [ 7,2125] -0,3318| -6,8808] -51,72 |-0,0261 | -0,1714

21 | o 0,2759 | 03373 | -1,1344 | 0 4,0777] -0,6745] -3,4032
A 4
At=04s; fi=f,etuy,s=0,1164 m
Uinelastique = Ur = Umax = Uelas = 0!3583 = 0;1164 = 052419 m
Apreés un. (at=0,9 s ), il y aura déchargement élastique, d’ou fi= k(u-u,)
E fi reste inférieure a 13,97 KN (d’ou, on est en dechargement elastigue, .. . .-




Evaluation numérique de la réponse dynamique des systemes a 1 SDDL (Méthode pas-a-pas)

Exemple 2
Résultats ~ Graphe récapitulatif

Réponse dynamique

—| inéaire Non Linéaire =——Dep Inélastique Dep Statique (Pmax/k)
0,40

0,30
0,2419 m

0,20

0,10

Déplacements (m)

o
=
o
1

o
o
o
N
P.
~
o
»

-0,10

-0,20
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Merci. Fin du chapitre 6




Dynamique des structures

Abdellatif MEGNOUNIF

Prochain Cours
Chap. 7

Notion de spectre de
reponse

= COURS 7

© Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen




