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1. Introduction
Rappel équation du mouvement

mi(t) + cu(t) + ku(t) = p(t)
Dans ce chapitre p(t) #0

On s’intéresse uniqguement aux forces périodiques puis
aux forces impulsives

Réponse
< Force _extérieure Vibration forcée de la structure
périodique (= se répéte .

<+ Mouvement selon la nature de

dans le temps) ou > Pexcitation

impulsive (=courte durée) . S -
o(t) # 0 (forcée) X Pour: perlodlqu_e, superp?smon de
plusieurs solutions due a la

Déplacement et/ou vitesse superposition des charges (Cas
initiales connues (nulles linéaire)

ou non nulles)

K/
0‘0

K/
0‘0

< Pour impulsive, 'amortissement

n’aura pas le temps de se
développer, durée d’excitation tres
courte.
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2. Principe de superposition

Valable uniquement pour les systémes linéaires élastiques.

Solution utile si la force est complexe, sera décomposée en une somme
de petites forces connues.

Rappel mii(t) + cu(t) + ku(t) = p(t)

Soit Glu(t)] = p(t) ou ¢G[ |= md_z + ci + k (5.1)
- dtz T T dt

Pour 02 excitations différentes, on peut écrire:
Glu, ()] =p.(t) et Glu,(t)] = p ()

Posons: P3t) = P T axp2(t)

Utilisons l'opérateur G[ ] :
Glus(t)] = a,Gluy(0)] + a,6lu, ()] = Gla,u,(t)] + Glau,(¢)]
= Gla;u,(t) + au,(t)]

D’ou u;(t) = a,u,(t) + a,u,(t)
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3. Réponse d’un SSDDL a une excitation périodique

YV V. VY V V

Elle se répéte dans le temps

Elle peut étre développée en série de Fourier

Elle peut s’écrire comme une somme de forces harmoniques p,(t).
Chaque terme de la série donne une réponse harmonique.

Dans le cas linéaire, on peut appliquer le principe de
superposition.

La réponse totale est la somme des réponses de chaque
harmonique

p(t) = ay+ z a,cos (Znn ) z b,sin <2nn ) (5.2)

T,=2m/0: La période de I’excitation périodique p(t)
T, = 2mr/ni : La période des harmoniques p,(t)
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation périodique

Exemple de fonction périodique

A Déplacement

| \\/ \/ Temps
T ™

Sollicitation
[
-~
~N
1

a

v

Ex. Un piéton sur une passerelle.

Cas spéciale : les fonctions harmoniques
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation périodique

AR R
- 7 24

p(t) = a,+ z a,cos <21tn > z b,sin <21tn > L

n=1

» Le choix des coefficients « a,» n’est pas arbitraire.

» |l faut s’assurer de la bonne convergence de la série de Fourier
vers la fonction p(t).

D’ou

1 (T
p
(5.3)

= 2 [T pwecos ™ ¢ ar
a, == . p(t)cos T,

_2 P (©)si Znntdt
=7 . p(t)sin T,
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation périodique

(00)

P() = ay+ ) a,cos (2”" ) z b, sin (2”" > L

n=1

N
I 74 I 4

» On peut écrire la série en forme condensée en utilisant les

nombres complexes.

0 Zmn
p(t) = Z
n=1
] 1 Tp 2imn
Avec: c, = _] p(t) e Ty
Tp 0

dt

(5.4)

(5.5)
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation périodique ; | |
2 2 3
p(t) =ay+ Z ancos< ke ) Z bnsm< e )

Réponse totale = Somme des réponses dues a chaque terme

Temps

Exemple: Systéme non amorti (On ne considére que la partie permanente)

2N a,
Pour pi(t) = a,cos <— t) Onaura 4, (1) = cos(nt) Voir éq. (4.8)
Tp k1-1r?
(5.6)
. (2mn b
Pour p;(t) = bnsin (—t> Onaura ) =" sin(n2t) (5.7)
T, k1-r2
Pour  ps(t) = a, Onaura u: (i) =2 (5.8) Ou n= :,—!: =nri (5.9)

k

Ainsi, la réponse permanente totale pour un systeme non amorti
soumis a une excitation périodique sera:

u(t) = (ao + Z 12 (a,cos(n2t) + bnsm(n!)t))) (5.10)
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation périodique | |

Exemple: Systéme amorti (On ne considére que la partie \ L
permanente)
2mn a,
Pour p:(t) = a,cos|——t| Onaura u,(t) =—D,cos(n2t —«,) Voiréq. (4.23)
T . (5.11)

. [(2mn b
Pour p.(t) = bnsin T_pt Onaura () = ?"Dnsin(n[)t —a, (5.12)

Pour ps(t) = ay On aura us(t) = % (5.8)

Y 1 2&ér
Ou rnzwﬂoznr]_:nr et Dn e an: arctg <1 f n2>
2 2 =
J( =)+ (282) :
(5.13)

Ainsi, la réponse permanente totale pour un systeme amorti soumis
a une excitation périodique sera:

u(t) = %(ao + Z D,(a,cos(n0t — a;,) + bnsin(n0t — a,,))) (5.14)
n=1
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation périodique

On peut considérer la réponse totale, au lieu de la
réponse permanente, il suffit d’ajouter a chaque cas

la réponse transitoire.

Temps

Pour les systéme non amortis, pour chaque terme, on ajoute

(voir éq. 4.3)

u.(t) = Acos(wyt) + B sin(wyt)

Pour les systéme amortis, pour chaque terme, on ajoute

(voir éq. 4.16)

u (t) = e [ (A cosw,t + B sinw 4t )]
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation périodique AN A

Les équations deviennent lourdes, on peut utiliser la
représentation exponentielle.

Par transformations d’Euler, on peut écrire

ex=cosx+isinx et eX*=cosx—isinx
el +e* ex—e™”
i COSX =——— sinx =——_——

oo

2l1m 1 T Zinnt
p(®) = Z e A C
pJ0

n:

Remarquons, dans I'éq. 5.5 que C,,, est le conjugué complexe de C.,..

D’ou, tous les termes imaginaires s’annulent (c’est normal, p(t) est
réelle). On peut écrire:

- . 2 (Tp .
p(t) = Re (Z A, em® t) A, = T_j p(t) e dt (5.16)
n=0 P-0

E (5.13) © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen




Réponse d’un SSDDL a une excitation périodique —an =

Ainsi, il suffit de trouver la solution a un chargement
exponentielle et ne prendre que sa partie réelle.

Temps

mii(t) + cu(t) + ku(t) = Py e'™ (5.17)

La solution permanente peut prendre la forme

u(t) = 4 e = H(Q) P, el (5.18)
_ ~ P, _ Py 1
Avec: A= mra - kA -—mizer 19
et A 1 1

H(Q) = Py " k(A —12) + 2itr (5.20)

H(Q) est appelée : Fonction de
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Réponse d’un SSDDL a une excitation périodique = =

Ainsi, en considérant la force p(t) en (5.15)

p(t) = Re <z A, e"? t)
n=0

La solution permanente sera:

Temps

u(t) = z R.[H(nQ) A,e™]| (5.21)
n=0

1 1
: = — 22
Avec H(nQ) k(1 —n%r?) + 2i¢nr (5.22)

2itn

t
Ty

Si on considere I'autre forme de la force p(t) en (5.5) p@® = Z Cp €
n=0
u(t) = z |H(nQ) c, e (5.23)

n=—oo

1 1
Avec: = —
vee H(nQ) k(1 —n?r?) + 2i¢nr
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Réponse d’un SSDDL a une excitation périodique = =

Temps

Conclusion (Procédure)
» Pour une force d’excitation p(t) donnée.
> Calculer les coefficients a,, an et b,, pour la 1¢'¢ forme (5.3) ou bien ¢, pour la 2¢™¢ forme (5.5). a, =

2inn

T T T . . T T, ¢
L Tt = 2 [T 005 % ¢, = 0 p(Ostn 2 € dtrou bon e, = & 07 (1) e 2
P p P P P ’

» En fonction du type du systéme (amorti ou non) et de la solution demandée (Totale ou uniquement
permanente), calculer les réponses dues a chaque terme de la série. Terme en a,, en a,, (avec cos)
et b, (avec sin) pour la 1¢" forme ou bien terme en ¢, (avec complexe) pour la 2¢™¢ forme.

> Superposer les réponses élémentaires pour obtenir la réponse totale pour la 1¢ forme ou bien
prendre la partie réelle de la réponse de la 2¢™¢ forme.
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation périodique

Exemple 1

Considérons systeme a 1 SDDL

soumis a une force périodique i

p(t) montrée en figure ci contre. p(®) l ( )
‘ p(t) = Pgsin|(—
Supposons que le systéeme n’est P
pas amorti, k= Po |22 "_"_"_""7_\
i) Calculer la réponse .
permanente 2 T2 T2
On donne :
T, 4
T 3
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation périodique Py

. " 0= PO | _ . (2mt
i) Calcul des coefficients m£ p(©) = Posin(F)
(Eg. 5.3) ay = [,?p(D)dt ; *y /4 --------
. 5. ~Jy ,
e 1 /\
“n_ﬁfo p(t)cosﬁt t; 2 LN

b ijp ©sin>"" ¢ at
== pE)sin—
Tp 0 Tp

Dans notre cas:

T, /2 . (2 2 2 (Tp/2 . (2 . 2
fo v/ P, sin (it) cos== tdt; b, = — [ v/ P, sin (ﬂ) sin<™ ¢ dt
T, T, Tp 0 T, Tp

2nt

1 (T,/2 . ) _
aO_T—pfﬂ Posm(T—p)dt, a, =

En calculant les intégrales et en utilisant la condition d’orthogonalité:

0 sin=m

1w . _
;f_n cos(nkx) sin(mkx) dx = { 1 sinm

1 sin=m

1w _ 1, . : _
;f_n cos(nkx) cos(mkx) dx = ;f_n sin(nkx) sin(mkx) dx = { 0 of o o o

Ay = — 0 Sin|—— = —|—5=C0Ss—— =——|[cosmt—1] = —
° T, ) T, T,l 2 " T, |, 21 T
2 (Tp/2 271t 2mn 0 sin=impair
anz—j P sin(—) cos—tdt= Py, 2 _
T, Jy T, T, 1ozt npar
2 (Tv/2 2mt 2mn P0G — 1
b, = — P sin( )sin tdt= {7 5t"=

p p ;
@ 0 sin <1 g Apdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Réponse d’'un SSDDL a une excitation périodique Py

pt) e
Avec £ P = Posin(7)
0 sin=impair P B N S S
P 0o . 0
" {P L sinpa bn={7”"=1 /4 /N
/4 — >sinpair >

ml-—n 0sin<l1 A T,/2 Ty/2 T,/2 t

La fonction périodique d’excitation devient (éq. 5.2)

p(t) =a,+ z a,cos <Z1m > Z b,sin <21m )

(t)_P JPo o (2m ) i P, 2 2mn
p() =2+ 5 sin{ 7 71w\,

n=2,pair

(t)—P" [1+” in(Qt) ‘ (20t ‘ 40t) ‘ 6Qt) ]
pt) =— > Sin S cos ) Ecos( gcos(

La réponse permanente pour un systeme non amorti sera (éq. 5.14):

u(t) = %(ao + Z . —1r2 (a,cos(n2t) + bnsin(n.(lt)))
n=1 n

(t)—P0 (1+8” in(Qt) + ° (2Qt) + ! (4Qt) + )
u —E 7sm ECOS %COS

Trés convergente
© Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



4. Réponse d’'un SSDDL a une excitation en échelon

Peut prendre plusieurs forme

=

pl P
f x(1) A
m

1k

i. Charge p(t) constante.

Py pour. t =0

p(t) = {0 pour t<0 ;ﬁ?

a. Systeme amorti.
mii(t) + cu(t) + ku(t) = P,
Solution : (Voir Chap 3) : u(t) = u, (t) + u, (1).

Avec: u.(t) = e $9[(A cosw,t + Bsinwgt)] et w,(t) = %

PR P
D ou u(t) — ?O_l_ e_gwot[(A Coswat +BSIHU)at)]

E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Réponse d’'un SSDDL a une excitation en échelon

}
i. Charge p(t) constante. a. Systéme amorti. £

PO _fw t E
u(t) = ?+ e S Yo' (A cosw,t + B sinw,t) |

Soit les Cl: u(0) = u, etu(0) =1,

En remplacant, on obtiendra:

(uo — %) coSw,t + (Z—Z + EZ))—Z (uo — %)) sinwat‘ (5.24)

Si le systeme est au repos: u(0) =0etu(0) =0

P
u(t) = ?0+ e =S wot

D’ou u(t) = I;—Oll — eSwot (coswat + f%sinwat)] (5.25)

a

On peut définir le coefficient d’amplification dynamique pour cette
charge constante.

D . umax . k umax
U, P,

E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen




Réponse d’'un SSDDL a une excitation en échelon

i. Charge p(t) constante.

b. Systeme non amorti.

mii(t) + ku(t) = P,
Solution : (Voir Chap 3) : u(t) = u, (t) + u, (1).

Avec: u.(t) = [(A coswyt + B sinwyt) | et u,(t) = %
P
D’ou u(t) = ?0+ [(A coswyt + B sinwyt)|
Soitles Cl: u(0) =u,etu(0) =1, Enremplacant, on obtiendra:
P P u
u(t) = ?0 + [(uo — f) coswyt + (a)_(:)) sina)ot] (5.26)

Si le systeme est au repos: u(0) =0etu(0) =0

. P,
D’ou u(t) = ?0[1 — coswpt]  (5.27)
et D = Umax _ k_um‘”‘ — 7 (5.28)

E Ug Py © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Réponse d’'un SSDDL a une excitation en échelon

ii. Charge p(t) appliquée a t=t. 8 x(f) A
b —
_ [Pg pour. t=7 i
p(t)_{O pour t<t ;E: T -1

Le mouvement est similaire a celui du 1°" cas, sauf qu’il faut translater
le temps de « 7 ». Les solutions seront celles des équations (5.24) et
(5.26) pour amorti et non amorti. Soitles Cl: u(t) =u,etu(t) =1,

amorti

u(®) = 2t msoe [(uf—i—") coswa(t =) + (?H %(w-%)) Sl’"wa“—”] (5.29)

P ) Non amorti

u(t) = 70 [(ur — ?0 coswy(t—T) + (Z—Z) sinwy(t — T )] (5.30)

Si le systéeme est au repos: u(t) =0etu(t) =0

amorti u(t) = % ll — g =$@o(t=T) (coswa(t —-T)+ f%sinwa(t - T ))] (5.31)

a

Non amorti u(t) = [1 — coswy(t —T)] (5.32)
@ © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Réponse d’'un SSDDL a une excitation en échelon

iili. Charge p(t) appliquée a t=t

x(7)
puis s’annule a t=t °. _Tn? | pol —l
k
p(t) = { :E; r

Dans ce cas, 02 cas a considérer:

Py pour.t<t<Tt |
0 pour t<tett>T1 | 0o T e

1) z<t<7

On serait dans le cas, charge constante appliquée avec un décalage
de temps «7 » (Voir égs. 5.29, 5.30, 5.31 et 5.32)

2) t>7
Oscillations libres du au déplacement et vitesse finaux de la phase 1)
Cl:u)(t') =uy(7') =u_etuy(t') =u,(7") =u_
amorti u(t) = e~$@olt= T’)[Acosa)a(t— T') + Bsinw,(t— 1')] (5.33)

Non amorti u(t) = [Acoswy(t— t') + Bsinwy(t— t')] (5.34)

E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Réponse d’'un SSDDL a une excitation en échelon A o

$ pj
2) >7 l;é— |

amorti u(t) = e=§@o(t=T9 [Acosw,(t— T") + Bsinw,(t— t')]

Cl: uy)(t') =uy(T') =u_ etiy(t') =u(T') =10

u(t) = e$@ot-T) [(u Cosw,(t— 1)+ utl+(iw0u1' sinw , (t— T'))] (5.35)

a

Non amorti

u(t) = [Acoswy(t— t') + Bsinwy(t— t')]

U
u(t) = ur,cos(wo(t— ) + ZL sin(wo(t— 1))  (5.36)
0
Avec u_ est donnée par (5.29) et (5.30) pout t= 7'. Puis on dérive pour i

k Wg s k

amorti  u(7) = %+ e ~§@o(T'-T) [(ur — P—O) coswy(T'—T) + (E + & ﬂ(ut — &>> sinw,(t'—T )] (537)

Py Py ur\ .
Non amorti ¥(T') = T + [(ur 1 ?> coswo(T'—T) + (a)_) sinwo(T'—T )] (5.38)
@ 0 © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Réponse d’'un SSDDL a une excitation en échelon A oy F

= 1 e
2) t >1:, k8
. t

Pour 1., on dérive d’abord (5.29) et (5.30) puis on pose t= 7'. ST T
amorti P, P, o W, P,
u(t) = = T e~ $@o(t=T) [(ur = ?) coswa(t—1) + (w—a + & —a(ur = ?)> sinwg(t— 7 )]
: Feon (b Py ur . Wo Po\\ .
u(t) = —Ewge $@ot=T) [(ut = ?> coswg(t —t) + (a)_ + «Sw— (ut = ?)> sinwg(t —t )]
+ e~ $@o(t=T) [—a)a (ut — %) sinwg(t —7) + wg <Z)—Z + ¢ z—z (ut — %)) cosnwg(t — T )] (5.39)
_ ~ o Py Ut Wy Po\ \ .
(7)) = —fwpe~$wo(T'-T) [(ur - 22) coswa(T'—7) + (w— +§22(ug - ;)) sinwg(T'—T )]
4+ e~§wo(T'-T) [—a)a (ut — %) sinwg(T'—T) + wg (Z—Z + fz))—z (ur — %)) cosnwy(T' -7 )] (5.40)
o Poy . U (5.41)
Non amorti U(t) = |—wq | ug — % ) Sinwo (t—1)+ w, ) coswg (t—1) -
0

u(t) = [—a)o (ur — %) sinwy( T —T) + tgcoswy(T'—7 )] (5.42)

E Rem: Si le systeme est au repos: ug =0etugz =0 © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Réponse d’'un SSDDL a une excitation en échelon

iv. Charge p(t) constante ply p
. z . x(1) ,
appliquée sur 02 intervalles. J_\ ) 1;%
m| -
Py pour.t<t<7t '
pe) = {757 , P _
0o pour t>t . ol
0o T T’

Dans ce cas, 02 cas a considérer:
1) z<t<7
On serait dans le cas, charge constante « P, » appliquée avec un
décalage de temps «z » (Voir égs. 5.29, 5.30, 5.31 et 5.32)
2) t>7

On serait toujours dans le cas, charge constante « P, »appliquée
avec un décalage de temps « ' » (Voir éqgs. 5.29, 5.30, 5.31 et 5.32)

Mais avec Cl: uy(7') =uy(T') =u  etiy(t') =u (') =1

E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Réponse d’'un SSDDL a une excitation en échelon it

x(t)
b B
iv. Charge p(t) constante appliquée sur 02 intervalles. - ‘

1) t<t<7

p p amorti i w p
uy(t) = ?0 + e~$@o(t-T) [(ur = ?0) coswy(t—1) + (w—r o fw—o (ur = f)) Ssinwg(t—t )]
a a
(5.43)
P, )Non amorti

w(® = 2+ (e =72 cosaole = 1) + () sinan(c = 0)] (5 44

2) t>7

P p amorti i © p
__0 —Ewo(t—T") ( ,__0) o T’ 0( ,__0) , o
u,(t) I +e [ up - coswgy(t—1') + ((Ua +€wa up - sinw,(t— 1)
(5.45)

P ) Non amorti

u(t) = %+ [(u T — ?0 coswy(t—1') + (uw—l(;’) sinwq(t— ‘t')] (5.46)

Mais avec Cl: uy(7') =uy(T') =u _ etiy(t') =uy (') =u

E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



9. Réponse d’un SSDDL a une excitation impulsive

> Elle ne se répéte pas dans le temps.
> Elle est de trés courte durée.

» L’amortissement n’aura pas le temps de se développer durant
I’excitation.

» lly a toujours 02 phases: La 1¢¢ le systéme est forcé par une
excitation trés courte et la 2°m¢ |e systéme est en oscillations
libres due au déplacement et la vitesse finaux de la 1¢™ phase.

» Elle peut prendre des formes variées, sinusoidale, triangulaire,

rectangulaire...
p(®)

Ex. Choc/Impact du a une
collision, une explosion, joints du
pont, parcs d’attraction...

k =

SISIEISISIE

t

[

E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Réponse d’'un SSDDL a une excitation impulsive
I. Impulsion rectangulaire p(t)

p(t)l
Phase 1: t <t, |

. P

0
Systeme soumis a une force constante k=
avec amortissement négligé (impulsion)

t
D’ou: mul(t) + kul(t) = PO :

Solution : (Voir Chap 3) : u,(t) = u, (t) + u, (%) © Phasel | Phase2

Avec: u.(t) = [(Acoswyt + B sinwyt) | up(t) = ?0

. P
D’ou u (t) = 70 + [(A coswyt + B sinwgyt)]

Soit les Cl: u,(0) = u, eti,(0) = En remplacant, on obtiendra:

’ u (t) = I;{—O+ [(uo — I;{—O) coswyt + (Z—Z) Sinwot] (5.47)

Si le systeme est au repos: u,(0) =0 etu,(0) =0

PO Umax Umax
uy(8) = ?[1 —coswot] et D= 0= k. P = 2

E (548) © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation impulsive
& p(O)

i. Impulsion rectangulaire p\_—L
P

0

Phase 2: t > t, ‘3

Systeme en oscillations libres dues au

Y

Phase 1

déplacement et vitesse finaux de la phase 1
D’OI‘J: muZ(t) + kUz(t) =0
Avec Cl: u,(t,) = uq(t;) = uy, et.  1,(ty) =1 (t;) = 1y

Si on suppose que le systéeme est au repos: u,(0) =0 etu,(0) =0

us(8) = [y coswn (£ = t) + (%) sinap(t — )| (5.49)

0

Ou. u,, et 1;; sont obtenus en utilisant I‘éq. 5.48. pout « t=t, »

P P
wi(t) =~ [1 — coswy] i (6) = 2 @ sinwot
Py : Py ;
ui(ty) = - [1— coswot] et uy(ty) = 7 @Wo Sinwoty (5.50)

> >
1 Phase 2
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation impulsive
p()

i. Impulsion rectangulaire

u,(t) = [uﬂ coswy(t —ty) + (%) sinwy (t — tl)] (549) k=

0

P P 4
u(ty) = ?0 [1—coswoty]  u,(t) = ?Oa)o Sinwyt, (550) ) .
Phase 1 I

En remplacant (5.50) dans (5.49)

Phase 2

P P
u(t) = [?0 [1 — coswyti]coswy(t —t1) + (?0 Sinw0t1> sinwy(t — tl)] (5.51)

La réponse maximale en phase 2, sera:

2T

Py . > (P ’ Py . mty -
Upmax = \/<? smwotl) i (7[1 = cosa)otl]) = Z.TSIH(T) Sachantque: T = (U_o

En phase 1, la réponse maximale sera (pour un systéme au repos) (5.48):

Py
u(t) = —|[1 — coswyt]

k
P() Zntl PO i ﬂtl ﬁ
Uimax = 7[1 — cos— ] = ZI?SIHZ(T) pour - <0.5
PO ﬁ =
Utmax = 2? pOUI' T >0.5
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation impulsive
p()

- - - p()
i. Impulsion rectangulaire l
P

0

Ainsi, si >

Y

t , .
— =05  Laréponse maximale est en phase 1 . o

»

< : >
P Phase 1 1 Phase 2
0

Utmax = g8 ?

% <0.5 Laréponse maximale est en phase 2
Tl'tl
7

0 .
Upmax = 2. I sin(

Généralement, la réponse maximale est atteinte trés rapidement et
les forces d’amortissement n’ont pas le temps pour absorber une
énergie significative.

On remarque aussi que

D =2 _ () (5.52)

Ustat
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation impulsive

li. Impulsion sinusoidale P(t)
p(t) l
Phase 1: t <t, ~mam Po
Systéme soumis a une force r S

harmonique de type sinus (impulsion)

SIS

i

» >
D’ou: muy(t) + ku,(t) = Pysinfdt Phase 1 ' Phase 2

Solution : (Voir Chap 3) : u,(f) = u, (t) + u, (t)
Avec: u.(t) = [(Acoswyt + Bsinwgt)] u,(t) =

. Py .
sm(.Qt) = — Dsin(t)

k 1 — k
P
D’ou uq(t) = ?ODSL'TL(.QL“) + [(A coswyt +Bs1na)0t)]
Soit les Cl: u,(0) =upetu,(0) =u, En remplacant, on obtiendra:
u P P
u,(t) = (uy) cos(wpt) + (a)_O — TFOD) sinwyt + ?()Dsinﬂt (5.93)
0

Si le systeme est au repos: u,(0) =0 etu,(0) =0

Dot () =2 (5.54)
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation impulsive P(t)

p®)
ii. Impulsion sinusoidale m[:l! Po

k=

Réponse maximale en phase 1

\
M it

‘Phase1 n!l Phas;2
Prenons le cas simple ou le systeme est au repos: u,(0) =0 et
1,0) =0

Py, 1

ul(t) = ? 1 —12

(sindt-rsinwet)  (5.54)

Pour obtenir la max. on annule la dérivée % temps

ouy _ o Qcos0t £) =0
5t - k1 —1‘2( cos rwyCoSwyt) =
Soit cosflt = coswogt  D’ou 02t = 2nn + wyt (5.55)

Pour t<t, ort,=T,/2= dout<m

En considérant le 1¢" terme de I’équation (5.55)
_ 2m
0+ wg

(5.56) ou thax <t ie r<1

tmax

En remplacant (5.56) dans (5.54), on aura:

Pob 1 . .
pour r < 1 Utmax = % 112 (Slnﬂtmax'rSlnthmax) (5.57)
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation impulsive

m

p(®
li. Impulsion sinusoidale & Po

k

Phase 2: t > t, 1

o L S
! >
1 Phase 2

- Phase 1

Systeme en oscillations libres dues au déplacement
et vitesse finaux de la phase 1

D’OI‘J: muZ(t) + kUz(t) =0
Avec Cl: uy(ty) =uq(ty) =uy et uy(ty) = uy(ty) =ty

Si on suppose que le systéeme est au repos: u,(0) =0 etu,(0) =0

uy(t) = [uﬂ coswy(t — t;) + (%) sinwg(t — tl)] (5.58)

0

Ou. u,, et 1, sont obtenus en utilisant I‘éqg. 5.54. pout « t=t, »

uq(t) = %1 irz (sinlt-rsinwyt) uq(t) = ?01 — 3 (cosdt —coswyt)
Py 1 . . P, 1
ui(ty) = f — (sint;-rsinwety) et g, (¢) = > - (cost;— coswoty) (9.59)

k1 —r
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation impulsive - P(t)
ii. Impulsion sinusoidale m& "
0,(6) = [u cosa(t = &) + (22 sina (e - tl)] (5.58)

< QY >

i
Phase 1 1 Phase 2

u,(ty) = 2(sm.()t1 rsinwot,) u,(t) =

En remplagant (5.59) dans (5.58)

k = (cos[)tl—coswo D) (5 59)

" (costit, ~ cosapt)sinwn(c )] (5.60)

P,
(sinfdt, —rsinwyt,)coswy (t — t;) + =2

u,(t) = 1

o
k1 —r?
La réponse maximale en phase 2, sera:

Uzmax = \/(uﬂ)z (1::1)2 ¢ \/[2 + 2cos g] pour 1>1 (5.61)

0 k1—r2

D = Uzmax — 2r cos n (562)
ustat 1 = T‘z 21‘
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation impulsive

li. Impulsion sinusoidale

Ainsi, en résumeé si

r <1 La réponse maximale est en phase 1
Po . .
Uimax = A —— (sinfltmax—rsinwot,.) gvec
rz1 La réponse maximale est en phase 2
Py 2r s

cos

Womax = 979772 9p

De méme, on peut remarquer que

umax tl
D= =f()
Ustat T

» 7! >

< o >
Phase 1 i1 Phase 2

2T
) + w

tmax
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation impulsive

P(t)
nmm - . = (t)
iii. Impulsion triangulaire P l .
P p©) = Py (1-7)
m 1
Phase 1: t <t, :
k =
Systeme soumis a une force linéaire
decroissante (impulsion) “ ty
t < > >
D’ou: mui;(t) + ku,(t) = P, (1 — t_) Phase 1 Phase 2
1

Solution : (Voir Chap 3) : uy(t) = u, (t) + u, (1).
Avec: u.(t) =[(Acoswyt + B sinwyt) | u,(t) = —0(1 — i)

k ]
P
D’ou uy(t) = —0(1 — i) + [(A coswyt + B sinwgyt)]
k tq
Soit les Cl: u,(0) =uyeti;(0) =u, En remplacant, on obtiendra:
(t)—PO(l t)+[ i E A i+ ) s t] 5.63
w(®) = (1= )+ o= ) coswot #- (it + 3 simoot)|  (5.63)
Si le systeme est au repos: u,(0) =0 etu,(0) =0
D’ou Po t 1

u,(t) = : sinwgt) (5.64)

(1 ———coswyt +
k ty ol1 _
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation impulsive

P(®)

p(t)
iii. Impulsion triangqulaire t
P . Po POz (1-7)

Phase 2: t > t, ‘2 \<

t

Systeme en oscillations libres dues au déplacement ——>
et vitesse finaux de la phase 1

D’OI‘J: muZ(t) + kUz(t) =0

Avec Cl: uy(t;) = uq(t)) =uy et y(ty) =y(ty) =0y

Si on suppose que le systéeme est au repos: u,(0) =0 etu,(0) =0

us(8) = [y coswn (£ = t) + (%) sina(t — )| (5.64)

0

Ou. u,, et 1, sont obtenus en utilisant I‘éq. 5.64. pout « t=t, »

: Py 1 :
sinwyt) uq(t) = m (— . + woSinwyt + . coswyt)

P, t
uq(t) = m (1— o coswyt + ; ;

1 wotyq

1 : Py 1 : 1
- Sinwoty) et w®)=-"(- ¢, T @osinwoty + t—1€05600t1) (5.65)

P,
uq(t) = ?0 (— coswyty + s
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p(©) = Po(1- til)

iii. Impulsion triangulaire ™ \<
el

Réponse d’'un SSDDL a une excitation impulsive p«)&] ()

u,(t) = [uﬂ coswy(t —ty) + (%) sinwg (t — t1)] (564) .
0 P‘Lhas‘ﬂ > Phase;
Py 1 . P, 1 _
u (ty) = " (— coswyt; + oo, sinwgyt;) u,(t) = T (— 5 + wosinwyt; + o coswgty) (5 65)

En remplacant (5.65) dans (5.64)

P, 1 1
u,(t) = [?0(— coswyt; + sinwgt,)coswy(t —t) + ——(— = + wysinwyt; + = coswyt,)sinwy (t — t,)

01 Ok 1 1
(5.66)
La réponse maximale en phase 2, sera:
.2
Upmax = \/(ut])z + (m) pour E < 0 4- (5'67)
Wo T
D = Uomax _ f(_)

Ustat
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation impulsive

Ainsi, en résumé on peut tracer pour les 03 types d’impulsion, la
courbe D = ~™ — f (%)

() 24 i ! ' T 1
o gz T~ o
g % @ AN YV’
- //,/‘4‘{. i
-— I "] <
g 12 4 /1:'// i
:-OE 0.8 / /// i \
é 0.4 / / I
c§ 0.0
00 02 04 i 06 08 10 12 14 16 18 20 tl

t,/T

Spectres de réponse ou spectre de choc
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Réponse d’'un SSDDL a une excitation impulsive

24

e [T

3 A 4]

= 16 =t ]
On remarque que qlq soit le type IRE . ﬁ — ——
d’impulsion, la valeur maximale de D=2. & °*{7/>~

= 04 T
D’ou, dans les analyses d’impact, on § ol Al Ll 1 1],

00 02 04,06 08 10 12 14 16 18 20

prend souvent une ! 6/ T

fstat équivalente =2 fappliquée

Aussi, pour
t1l . i
> 0.5 Laréponse maximale en phase 1 (Pendant le choc)
» D.... dépend de la variation temporelle de I'impulsion.
Fake 1 En comparant I'impulsion sinusoidale et rectangulaire,
une montée graduelle de la force produit une
amplification moindre qu’'une montée soudaine.
tl <05 La réponse maximale en phase 2 (Vibration libre) et
T . , ye 0 t1
dépend de la valeur de I'impulsion totale = j p(t)dt
0
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Merci. Fin du chapitre 5
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