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Analyse spectrale des SPDDL
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Introduction

Force extérieure différente de zéro. Appliquée sous forme
d’excitation du support

L’excitation du support souvent exprimée sous forme de graphe
d’accélération du support en fonction du temps.

Concerne donc le calcul des structures soumises a un
tremblement de terre.

La méthode constitue la base du calcul sismique des structures
dans le cas de structures particuliéres (la ou les méthodes
statiques équivalentes ne peuvent pas étre appliquées).

La démarche est la méme que précédemment par analyse modale
en superposant les réponses obtenues a partir d’un spectre
spécifique.

On travaille généralement avec des spectres de réponse.

Recommandé dans la plupart des réglements parasismiques
ayant leur propre spectre de calcul.
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2. Reponse due a une excitation du support
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v Poutre trés rigide.

v Masse totale concentrée
sur chaque plancher.

v Poteaux sans masses et
ne se déforment pas
verticalement, ni
rotationnellement.

v Seuls DDLs, possibilité
de flexion des poteaux,
de fagcon dépendante
entre les 03 niveaux.
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Réponse due a une excitation du support

Déplacement absolu et déplacement relatif
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v u,,: déplacement des
DDL par rapport au
repére absolu (support).

v u: déplacement des DDL
par rapport au repére
relatif (repére mobile).

v' ugy: déplacement du
support par rapport au
repére absolu (support).

Uit =UtA ug(t)  (12.1)

A : Vecteur donnant la
direction de la sollicitation.

Il a pour composante:
« 1 » dans a direction du
mouvement de translation

« 0 » pour les autres DDL

Exemple de la figure. 1DDL
par nceud (Translation)

AT={1 1 1}
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Réponse due a une excitation du support

Rappel : Eq., de mouvement d’un SPDDL avec excitation du
support (8.15)

M U + C U + K U = —MUg U: déplacement relatif

Avec U =®Y alors U = ®Y et U = ®Y

On aura:
P M D, + P CP, Y, + Pr KDy, = =y MU,
: . : 2 P,
Ou bien Vi + 28n@nYn + @y, = 3 (12.2)
M, = ¢ppMP,
.o o T Cn n
Avec: p(t) =-MU, Cr ¢§ECCD" =280, € =]
P.=¢Ip(t)  KnZOpkKn I -
P, = ¢np(t)

Les termes a droite de I’équation (12.1) sont tous proportionnels a I’accélération du support

(Méme fonction) alors que dans le cas général, p(t) peut changer d’un DDL a un autre.
Probléme plus simple a résoudre

On découpe ce systeme en utilisant la méthode de la décomposition modale,

(12.3)



Réponse due a une excitation du support

P,
Vo + 280, Y, + 05y, = = ~n T M{A}ii, (12.4)

Sous une autre forme, sachant que le terme de droite s’écrit:

—pIMU , = —p) M{A}ii,, (12.5)
En posant
I, = pIM{A} I, : Facteur de participation modale (12.6)
Onaura: 3§ + 280,90, + @hy, = T, (12.7)
Avec:
POl GBS e Iy = 2 M i=1,2,...n (12.8)
propres normalisés :
T
Pour le cas général T = "TLM} | ] —1m;Dy i=1,2,..n (12.9)
¢1’I,M®n l ] 1m ®]2l
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Vn+ 2§n@nyn + w%yn =-T ﬁg

3. Solution temporelle

» L’équation (12.7) est un systeme d’équations linéaires découplées.
» Chaque terme de cette équation représente S1DDL.

» On peut donc utiliser n’importe quelle méthode pour calculer la
réponse de chaque DDL.

> Soit la méthode de I'intégrale de Duhamel:

Soit, par exemple pour des Cl nulles et systeme amorti

r. ¢
(t)=——2 f it (7)e % Dsin(w,: (t — 7))dt (12.10)
) o, Jo 19 (waj(t = 7))
¢; M{A} : e
Avec (12.9), [ = —7—— Le déplacement U;, dans le mode « j » s’écrit:
b; MO,

En posant y;(t) =TI;q;(t) (12.11) On aura: U=¢y,=T;¢;q;(t) (12.12)

q;(t) est solution de I’équation

% ¢ 2 %
4; + 2§jw;q; + wiq; = — il (12.13)
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Solution temporelle

n
¢ M{A}
Avec I = ]TMQ Si on calcule Z ryo, 222
j 9 =
On aura: ,
Due a T 3 T quMZF-(Z)-:(,b-TM(Z)-I‘-
I’orthogonalité par oF MZ [0, =¢; MQT; i £, j¥j i il
rapporta M j=1 Jj=
b M{A}
Or (12.9), [[=————
(129 )
n
D’oll Z [0, ={A} (12.14)
j=1

Propriété importante des coefficients de participation

Une fois le réponse g;(t) de chaque mode connue, le déplacement total sera:
n n
U@® =) U= ) T80 (12.15)
j=1 j=1
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4. Calcul des efforts

Une fois la réponse dans le mode « j » déterminée (12.12), U; = ¢;y; = I'; ¢, q;(¢t)
I’effort élastique sera:

Fii=KU; = I'/K ¢ q;(t)
Or d’apreés I'équation du probléme propre:
(K- w?M){¢p} =0 Dou Ke;=awiMgp,
En remplacgant, on aura:

F=I';K ¢j qit) =1 (sz M ij q;t (12.16)

F\; : Produit de la masse par une quantité
ayant la dimension d’une accélération

L’effort total, par superposition:
n n
Fr(t) = Z Fyj = z I'iwf M $;q0 (12.17)
j=l j=1
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5. Calcul des valeurs maximales de la reponse

On cherche d’abord la valeur maximale par mode :

I. Valeur maximale par mode

On est passé de y,(t) solution de ji, + 2&,w,y, + wiy, = —T'ii, a q;(t)
(vi(t) = I'jq;(t) ) solution de I’équation §; + 2§;w;q; + w]?qj = — 1,

Solution de « qj(t) » par I'intégrale de Duhamel

1 t
f ilg(t)e'z“’i(t'r)sin(a)aj(t — T))dl' (12.18)

q;(t) = —
! Waj JO

Généralement, on n’a pas besoin de toute la réponse due a I’excitation,

seul le maximum est intéressant:

On utilisera donc des spectres de réponse directement (Voir chapitre 7).
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Calcul des valeurs maximales de la réponse
i. Valeur maximale par mode

On rappelle le spectre de réponse en déplacement :

1 U
Sp(wj, &) = max [— —j ilg(‘t)e—f“)f(t_r)sin(waj(t —1))dt (12.19)
aj /0

On peut aussi avoir le spectre de réponse en pseudo-accélération

SA(a)j' 6]) — (‘)jz SD((‘)jr fj) (1220)

Le déplacement maximal sera alors (12.12):

Ujmax — ¢jyjmax = Fj (pj qjmax(t) — rj ¢j SD(wj; €]) (1221)

Et I’effort maximal sera alors (12.16):

Frjmax=T'; (sz M ¢; qjmaxt) = T'; (sz M &;Sp(wj, $)=I';j M Pp;Sa(wj, $)) (12.22)
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Calcul des valeurs maximales de la réponse
ii. Valeur maximale de la réponse totale

Une fois les réponses maximales par mode sont calculées (12.21),
on calcul la réponse maximale totale par superposition

Le déplacement maximal

n
Uimax = 2|Fj¢i15nj| (12.23)
j=1

L’accélération maximale
n
Uimax = z|r}'¢ijSAj| (12.24)
Jj=1

Généralement surestime (Borne supérieure)
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Calcul des valeurs maximales de la réponse

ii. Valeur maximale de la réponse totale

Une fois les réponses maximales par mode sont calculées (12.21),
on calcul la réponse maximale totale par superposition

On préfere utiliser la méthode SRSS

Le déplacement maximal

Uimax

2([}'¢USDJ')2
j=1

\

L’accélération maximale

Uimax

Z(FJ%SAJ)Z
j=1

(12.25)

(12.26)
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Calcul des valeurs maximales de la réponse ii. Valeur maximale de la réponse totale

Généralement la méthode SRSS est exprimée comme suit:

< (12.27)
R = (Ri)z
2

R est la réponse estimée (force, déplacement, accélération...) a une
coordonnée spécifiée et R; est la réponse maximale du mode «i» a
la méme coordonnée.

Probléme au cas ou certains modes sont tres proches, SRSS donne
des résultats grossiers en sous-estimant ou bien surestimant la
réponse maximale.

Tres proche : La différence entre 02 fréquences naturelles
est de I'ordre de 10% de la plus petite fréquence.

i.e. i/, € [0.9,1.1]

CQC : Complete Quadratic Combinations
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Calcul des valeurs maximales de la réponse ii. Valeur maximale de la réponse totale

CQC : basée sur la théorie des vibrations aléatoires (Wilson et al. 1981).
Considérée comme une extension de la SRSS

n
R = ZRJ"’”R" (12.28)

n
,\1 i=1j=1

Avec:
_ 8,/Ei wiw; (wi§i + w;§;)wiw;
(07 = 0)” + 46 (0F + 0 Jorw; +4(8 + §) 0}

Pij (12.29)

Pour un amortissement modal constant. i.e. §; = ;= ¢

b = 8(5)*(L +rr?/2 (12.30)
(2 —1)2 + 48r(1 + )% + 8842

: _ o : :
Ou: 7= ‘/u; Correspond aux modes «i»et«j»
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Calcul des valeurs maximales de la réponse ii. Valeur maximale de la réponse totale

Pour un amortissement modal constant. i.e. {; = ¢;=¢

N 8(6)2(1 + r)r3/?
= (r2—1)%2 +4&r(1 +r)? + 8&4r? (1231)

0.5 0.75 1 1.25 15 1.75 2

Pour i=j (r=1) p;; = 1 pour n’importe quelle valeur de « ¢ » y compris «& = 0 ».
CQC est identique a SRSS
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Méthode spectrale. ui(?)
my; = 11560 kg o

Exemple 1 k,=7,76 106 N/m

Considérons le portique a 02 étages de la ux(t)

figure ci-contre avec les données m; = 23 800kg I
mentionnées, soumis a une accélération du

support montrée en figure. En supposant k,=5,38 10° N/m
que I'amortissement est négligé,

i) Déterminer la réponse de ce portique a ] ug(f) —
t=3.0s

ii) Calculer la force de cisaillement a la base )
at=3.0s uil(/fﬁzu

Iii) Calculer les déplacements maximums par
les méthodes de la somme des valeurs

absolues et par la SRSS 2.755

t(s)

v Poutre trés rigide.

v" Masse totale concentrée sur chaque plancher.

v" Poteaux sans masses et ne se déforment pas
verticalement, ni rotationnellement.

v Seuls DDLs, possibilité de flexion des poteaux,
de fagon dépendante entre les 02 niveaux.
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Méthode spectrale. Exemple 1

Matrices ?
Rigidite : k=1 7M1 | Masse:m=[T1 9
_k1 k1 + k2 0 m,
AN :
_[7.7610° —7.7610° _ [11560 0
K=1_77610° 1314 106] M [ 0 23800]
Ainsi, on résout (9.6) det|K — w?M| = 0
Posons « 1 = w? », on aura
det 7.76 106 — 11560 A —7.76 106 ~0
—7.76 106 13.14 106 — 23800 1

Solutions :

A= wi =140 D’ol : w; = 11.83 rd/s
1, = w5 =1083 Dol : w; =32.97rd/s
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Méthode spectrale. Exemple 1

Modes propres ?

Pour chaque w; on résout le systéeme (K — w’M){¢p} = 0
I w;=w;=1183rd/s

[7.76 106 — 11560 (140) —7.76 10° {qbll} — 0
—7.76 106 13.14 106 — 23800(140)] (¢p21)

En posant ¢p;; = 1, on aura ¢,; = 0.79
iI. w;=w;=329rd/s

[7.76 106 — 11560 (1083) —7.76 10° ]{(1)12} — 0
—7.76 10° 13.14 10 — 23800(1083)] (¢22)

En posant ¢, = 1, on aura ¢,, = —0.61

. 110 1.0 ;
D’ou D = 10.79 _061 Matrice modale

E © Abdellatif MEGNOUNIF FT-Tlemcen



Méthode spectrale. Exemple 1 (0

Ainsi I’équation du mouvement sera : é |
M, 5:() + Kyi(t) = P, B
Avec: M; = ¢/ M®;; K, = ¢ KD, et P, = ¢ M{A}ii,,

Le probléeme a 1SDDL a été traité dans le chap 5, pour une excitation en échelon

Solution : (Voir Chap (5) : y(t) =y, (t) + ¥, (1).

Avec: y.(t) = [(A cosw;t + B sinw;t) | et y,(t) = %
D’ou yi(t) = % + [(A cosw;t + B sinw;t)] |
Soitles Cl: y(0) =y, et y(0) =y, En remplacant, on obtiendra:
yi(t) =— + [(yo — i) cosw;t + (&) Sinwit]

K; Wi

Dans notre cas le systéeme est au repos: y(0) =0 et y(0) =0

H ™ Pl
D’ou yi(t) = 7 [1 — cosw;t]
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P,
Méthode spectrale. Exemple 1 yi(®) = [1 = coswyt]
M; = ¢pTMd; K, = pTK®D; et P, = pT M{1}i,

Pour chaque valeur de i=1, 2, 3 on calcule K; et P;

_ 7.76 106 —7.761061( 1.0\ _ .
Ky = 10079 [—7.76 106 13.14 106] {0.79} =3.710°(N/m)

_ 7.76 106 —7.761061( 1.0 | _ .
N [—7.76 106 13.14 106] {—0.61} = 22.110°(N/m)

_ 11560 0 (1.0 _ ;
P ={10 079} o 23800]{1_0}2.755 — 83.64 103 (N)

P,={1.0 —0.61} [11(5)60 23300] {}'8}2.755 = —8.15 103 (N)
H H . Pi
Ainsi, on aura: yi(t) = - [1 = cosw;t]
(t) = 83.64 107 [1 11.83 t]
y1(t) = 3.781?2 cos11.
yo(t) = AR 1'106 [1— cos32.9t]
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Méthode spectrale. Exemple 1

Les solutions seront alors

{yl(t)} _ {22.6 [1 —co0s11.83 t]} 10-3

y,(t))  (=0.37[1 — c0s32.9 t]

Les déplacements relatifs seront :

ul(t)} 1.0 1.0 {22.6 [1 — c0s11.83 t]} =
U=dY =
{uz (t) —0.37[1 — cos32.9 t] 10

0.79 —-0.61

Le déplacement a t=3s , sera

{U1 8;} 1.0 1.0 {22.6 [1 — cos11.83 (3)]} 10-3
Uy

~ 1079 —0.6111-0.37[1 = c0s32.9(3)]

(3) .
{32(3)} - {2385.767} (mm)
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Méthode spectrale. Exemple 1

Les forces de Cisaillement, 02 maniéres:

1. Par les déplacements relatifs
F,=KU

7.76 106 —7.76 10°] ( 35.6 —3 _ [ 52.423
—7.76 106 13.14 106] {28.77} 107 = {102.031} ()

L’effort de cisaillement total a la base sera:
V,=F,4+F,=>52423+102.031 = 154.454 N

{Fs} =

2. Par les déplacements généralisés
F,=KU=K®Y = w’M®PY
{Fs} = wiM{¢1}y1 + wsM{d,}y>

{FS} D [11(5)60 23300] {01..709} (BEE 10_3) LR [11(5)60 23300] {—%)%1} (Fliaes 10_3) - {15022.%02331} (V)
_ (58.241 —5.818) _ ( 52.423
(Fs} = {94.724} T { 7.307 } B {102.031} G
b )

1¢ Mode 2¢me Mode

Méme résultats
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Analyse spectrale. Cas de I'excitation Exemple 1
du support

Calcul des déplacements maximums

Les déplacements généralisés sont :
t 22.6 [1— 11. . max
{Jﬁ( )} _ { 6 [1—cos11.83 t]} 10° D’ou {)'1 } _ {45.20} 10-3

Y2 (t) _037[1 — €c0s32.9 t] Y2max —0.74
7110 1.0
a. Somme des valeurs absolues (AVS) v [0_79 _0_61]

Uimax = |Di1Y1max| + [9i2Y2max| +-F 1D YVimax| +-F 19inVnmax|
Utmax = |D11Y1max| + [912Y2max| = [(1) (45.20 10_3) |+ [(1) (—0.74 10_3)' = 45.94 mm
Upmax = |D921V1max| + 1922Y2max| = 1(0.79) (45.20 10_3) |+ [(—0.61) (—0.74 10_3)' = 36.16 mm

b. SRSS
Uimax = \/(®i13’1max)2 F (@) T o0 7 (@) T o0 = (B mmes)”

Wimax =V @11V1max)? + @12V2mar)? = /(1) (45.20 10-3))2 + ((1) (—0.74 10-3))2 = 45.206 mm

Wsmax =V @21Y1max)? + D22Yamax)? = /((0.79) (45.20 10-3))2 + ((—0.61) (—0.74 10~3))? = 35.71 mm

AVS légerement surestime par rapport SRSS
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Merci. Fin du chapitre 12




Dynamique des structures

Abdellatif MEGNOUNIF

Prochain Cours

Partie 3 : Conception parasismique

Chap. 13

Introduction a la conception
parasismique

= COURS 13
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